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Introduction
“optimisation models are certainly misleading if they lead people
to think that animals consciously optimise their fitness [. . .] But
there is no reason why the models should be so interpreted. An
analogy with physical theory should make this point clear. When
calculating the path of a ray of light between two points, A and B,
after reflection or refraction, it is sometimes convenient to make
use of the fact that the light follows that path which minimises the
time taken to reach B. It is a simple consequence of the laws of
physics that it should be so; no-one supposes that the ray of light
setting out from A calculates the quickest route to B. Similarly,
it can be a simple consequence of the laws of population genetics
that, at equilibrium, certain quantities are maximised. If so, it is
simplest to find the equilibrium state by performing the
maximisation. Nothing is implied about intention.”
John Maynard-Smith, 1982, [102].
Rien, en biologie, n’a de sens, si ce n’est a` la lueur de l’e´volution 1. A` cet e´gard, l’e´cologie
du comportement [90] s’attache a` donner un “sens” au comportement animal, ou a` re´pondre
a` la question ‘dans quelle mesure le phe´notype observe´ re´sulte-t-il du processus de se´lection
naturelle?’. Si vraiment l’information ge´ne´tique contenue dans chaque individu est seule sus-
ceptible de subsister au travers de ce processus [60], le comportement a vraisemblablement e´te´
fac¸onne´ de sorte que l’individu soit particulie`rement apte a` installer son patrimoine ge´ne´tique
au sein de la ge´ne´ration suivante. Une fac¸on de proce´der est de reproduire ses ge`nes soi-meˆme.
Nous lui ferons correspondre un certain succe`s reproducteur. Une autre consiste a` favoriser, ou
pour le moins ne pas affecter, de par son action, le succe`s reproducteur d’un individu avec qui
on partage quelque information ge´ne´tique. Il s’agit donc, pour qui interpre`te le comportement
animal, de tenir compte de ce succe`s reproducteur augmente´ [69].
Car il n’est pas rare, dans la Nature, que le succe`s reproducteur d’un individu de´pende du
comportement de ses conge´ne`res. L’exemple flagrant, auquel la the´orie des jeux doit sa pre-
1. d’apre`s Theodosius Dobzhansky [46].
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mie`re apparition explicite 2 en biologie, est celui du rapport des sexes au sein d’une population.
Un ge´notype qui produirait un rapport des sexes biaise´ en faveur des maˆles se re´pandrait dans
une population caracte´rise´e par un biais en faveur des femelles, car il se copierait plus souvent.
La re´ciproque e´tant vraie, un rapport des sexes non-biaise´ est l’unique de´nouement stable au
regard de l’E´volution. Maynard-Smith et Price [103, 102] ont formalise´ ce concept d’e´quilibre
e´volutivement stable comme un raffinement de l’e´quilibre de Nash [113]. Taylor et Jonker ont,
quant a` eux, apporte´ une pierre de taille a` l’e´difice ; il s’agit d’un syte`me d’e´quations diffe´-
rentielles ordinaires, associe´ a` un jeu sous-jacent, plus connu sous le nom de dynamique des
re´plicateurs [142]. Ils montrent notamment que tout e´quilibre e´volutivement stable correspond
a` un point asymptotiquement stable de la dynamique associe´e.
Aussi, apparaissent dans la Nature des jeux a` composante dynamique. Par exemple, l’ar-
ticle [45] pose la question de la pertinence de la structure ge´ome´trique cre´e´e par une mineuse
de feuille en termes de chemin optimal pour se soustraire aux attaques re´pe´te´es de son ennemi
naturel. Selon ses auteurs, cette situation posse`de une forte ressemblance avec le jeu de la
princesse et du monstre, introduit par Isaacs [82], dans lequel la princesse cherche a` e´chapper
au monstre. Un tel jeu de poursuite-e´vasion est dit a` somme nulle car le poursuivant veut
maximiser la probabilite´ de capturer sa cible, lorsque celle ci cherche a` la minimiser.
Sont aussi pre´sents dans la Nature des jeux a` somme non-nulle, ou dans lesquels les inte´reˆt
des uns et des autres ne convergent certes pas, mais ne sont pas pour autant totalement
antagonistes. Un cas particulier, d’envergure, concerne les jeux entre individus apparente´s.
Dans sa the`se [42], Day se consacre pre´cise´ment aux jeux dynamiques entre apparente´s. Ses
re´sultats mathe´matiques sont illustre´s par le jeu auquel se livrent des plantes, disons annuelles.
Dans ce jeu, les ressources acquises par photosynthe`se sont pour tout ou partie alloue´es a` la
croissance en queˆte de luminosite´, tandis que le reste revient a` la reproduction. De nouveau, il
s’agit bien d’un jeu dynamique car un individu qui se contenterait d’allouer ses ressources a` la
reproduction pendant que ses conge´ne`res se permettraient, eux, de tout miser sur la croissance,
se verrait prive´ de lumie`re sous peu, donc se trouverait en incapacite´ de se reproduire par la
suite. D’un autre coˆte´, la croissance en elle meˆme n’est en rien favorise´e par la se´lection.
La question se pose donc d’une politique e´volutivement stable d’allocation dynamique des
ressources [53]. Il se trouve que cette politique est du type bang-bang : investir uniquement dans
la croissance pendant les n? premiers mois, pour ensuite tout investir dans la reproduction.
L’instant de commutation n? de´croˆıt lorsque le coefficient d’apparentement des individus croˆıt.
Or il se s’agit pas d’exemples isole´s. Il est frappant de constater le nombre de jeux
dynamiques qui se re´ve`lent de´tenir leur part de pertinence en e´cologie du comportement
[77, 78, 87, 99, 40, 93, 94, 8, 3, 7, 104, 110, 1, 2, 122, 114]. Ainsi, contrairement a` ce que son
titre, aguicheur, peut laisser croire, ce document ne pre´tend a` aucune originalite´ pour ce qui
2. explicite a` ceci pre`s que la the´orie des jeux apparaˆıt en 1944 suite aux travaux de von Neumann et
Morgenstern [157]. Or cette interpre´tation de la parite´ des sexes est souvent attribue´e a` Fisher, 1930 [54]. En
outre, l’auteur de [25] met l’accent sur le fait que Darwin, dans une premie`re e´dition de l’ouvrage [41], paru en
1871, avait de´ja` tout dit.
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est de l’introduction de ce concept mathe´matique en biologie. Pour autant, la the´orie des jeux
dynamiques ne semble pas s’eˆtre conside´rablement alimente´e des proble´matiques issues de la
biologie jusqu’a` pre´sent. Notons tout de meˆme que les jeux diffe´rentiels 3 se ne font pas si rares
en biologie [150, 111, 83, 97, 4, 128, 43, 44, 163], comparativement a` leurs cousins discrets.
Venons en a` l’objet de cette the`se. La the´orie de la cueillette optimale fait science l’art de de
s’approprier les ressources qu’offre un environnement donne´. Ce peuvent eˆtre de la nourriture,
des partenaires sexuels ou, cas qui nous inte´ressera tout particulie`rement, des hoˆtes a` parasiter.
Sur de nombreux the´aˆtres e´cologiques, ces ressources sont distribue´es sous forme d’agre´gats de
qualite´ variable, e´pars dans l’environnement. Dans cette situation, la the´orie se veut proposer
une strate´gie optimale de gestion du temps consacre´ a` chaque agre´gat, selon sa qualite´ et
sous quelque incertitude, duˆe au fait que les agre´gats soient de´couverts au gre´ du hasard. Le
re´sultat classique de cette the´orie est le the´ore`me dit ‘de la valeur marginale’ de Charnov [29],
sur lequel nous nous appuierons, de tout notre poids, dans ce manuscrit.
Nous sommes tout particulie`rement inte´resse´s par les insectes dits parasito¨ıdes, et, plus
spe´cifiquement encore, par ceux que l’on nomme oophages, car ils parasitent les œufs d’une
espe`ce hoˆte. Les parasito¨ıdes sont affuble´s d’un tel suffixe pour les distinguer des parasites
ordinaires, qui eux, e´vitent, en ge´ne´ral, de tuer leur hoˆte. Ainsi, quand les hoˆtes en question se
trouvent eˆtre des ravageurs de culture, les parasito¨ıdes apparaissent tels de pre´cieux auxiliaires
pour la lutte biologique contre les insectes phytophages. Par exemple, Trichogramma brassicae
attaque la pyrale du ma¨ıs Ostrinia nubilalis, lorsque Trissolcus basalis s’en prend a` Nezara
viridula, une punaise verte qui se´vit sur plusieurs cultures du bassin me´dite´rrane´en.
Des traits propres aux parasito¨ıdes nous incitent a` de´velopper quelque peu la the´orie
de la cueillette. D’une part, leur courte espe´rance de vie (quelques jours, typiquement) et,
par conse´quent, le nombre relativement faible d’agre´gats visite´s au cours de leur existence,
nous a conduit, lors de pre´ce´dents travaux, a` traiter de l’influence de cet horizon temporel
sur la politique de cueillette optimale classique, stationnaire. Nos re´sultats the´oriques furent
e´taye´s par des expe´riences de laboratoire avec Anaphes victus, un parasito¨ıde du charanc¸on
de la carotte Listronotus oregonensis (cf. article [159]). D’autre part, quand ces insectes sont
relaˆche´s, en grand nombre 4, sur le terrain, ils entrent en compe´tition pour l’acce`s aux hoˆtes, ce
qui influe (i) sur le temps qu’ils passent sur chaque agre´gat donc sur leur vitesse de dispersion
et (ii) sur le taux de parasitisme dont souffrent les agre´gats, ou l’efficacite´ du programme du
lutte biologique. Ces deux variables (temps de re´sidence sur l’agre´gat, degre´ d’exploitation
de l’agre´gat) ne sont pas ne´cessairement trivialement corre´le´es dans la mesure ou` se produit,
lorsque cohabitent plusieurs insectes sur un agre´gat, un phe´nome`ne d’interfe´rence : leur rythme
d’attaque d’hoˆtes individuel est amoindri de par la pre´sence de compe´titeurs. Nous traiterons
de ce type de compe´tition par la suite. En outre, il existe un autre phe´nome`ne, commune´ment
observe´, dit de superparasitisme : ces insectes parasitent des hoˆtes qui ont de´ja` e´te´ attaque´s par
3. on appelle jeu diffe´rentiel [82] un jeu dans lequel la dynamique est de´crite par une e´quation diffe´rentielle,
par opposition a` une e´quation aux diffe´rences, ou` le temps, enfin ce qui re´git l’avant et l’apre`s, est discre´tise´.
4. de 200 a` 400 000 parasito¨ıdes a` l’hectare et par saison, lors de laˆchers inondatifs (cf. www.biotop.fr).
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leurs conge´ne`res, aux de´pens de ces derniers. Or l’e´volution les a dote´s de moyens sensoriels
et cognitifs qui leur permettent de moduler ce trait de comportement. Notre objectif est de
proposer une strate´gie de modulation du superparasitisme qui serait pertinente au regard
de l’e´volution, ce en situation de compe´tition pour la conqueˆte d’hoˆtes agre´ge´s. Puisque le
superparasitisme consiste pre´cise´ment a` s’en prendre au succe`s reproducteur de ses semblables,
nous sommes face a` un jeu. De surcroˆıt, puisque l’e´tat de l’agre´gat, en termes d’hoˆtes sains et
parasite´s, e´volue au cours du temps, ce jeu a une composante dynamique.
Ce jeu de superparasitisme, dynamique, fera l’objet du chapitre 3. Auparavant, il nous
aura fallu, via le chapitre 2, nous emparer de la the´orie de la cueillette et de diffe´rents modes
de compe´tition intra-spe´cifique. Commenc¸ons, au travers du chapitre 1, par nous familiariser
avec les concepts et outils qui nous accompagneront au fil des pages de ce manuscrit.
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1.1 Sur les jeux d’e´volution
Cette section se veut introduire la the´orie des jeux depuis la proble´matique pre´sente´e en
Introduction. Il en de´coule naturellement le concept d’e´quilibre e´volutivement stable (ESS),
concept cle´ des jeux d’e´volution. Aussi ferons-nous le lien avec la the´orie des jeux classique,
non sans introduire ses principaux concepts. Aux questions
– qu’est-ce qu’un e´quilibre de Nash?
– qu’est-ce qu’un e´quilibre en strate´gies mixtes?
– peut-on vraiment imaginer que les individus soient rationnels au point d’agir selon une
subtile distribution de probabilite´?
nous re´pondrons, respectivement,
– la condition de stabilite´ au premier ordre d’un ESS (aucun trait mutant ne peut isole´ment
obtenir meilleur succe`s) est e´quivalente a` reque´rir un e´quilibre de Nash (syme´trique) ;
– une mixture de traits dont la distribution, au sein de la population, est stable au regard
de l’e´volution (par opposition a` une population caracte´rise´e par un trait unique) ;
– aucune rationalite´ n’est requise, cette distribution fut sculpte´e par se´lection naturelle.
Certes, nous nous plac¸ons d’emble´e dans le cadre quelque peu restreint des jeux d’e´volution,
en biologie. Toutefois, les hypothe`ses biologiques sous-jacentes nous semblent d’une pertinence
dont ne peut se vanter la the´orie classique (mixture de traits au sein d’une population et se´lec-
tion naturelle versus action gouverne´e par quelque distribution de probabilite´ et rationalite´).
Nous aurons ne´anmoins besoin de nous servir d’e´quilibres de Nash asyme´triques et de strate´-
gies mixtes au sens classique par la suite, mais cette introduction nous semble pre´senter plus
de sens pour qui se pre´occupe de biologie.
La pre´sentation qui suit s’inspire e´honte´ment de l’article [15].
1.1.1 Sur le concept d’e´quilibre e´volutivement stable
Admettons que les traits, ou phe´notypes ou strate´gies pures appartiennent a` un espace
me´trique compact X. Nous distinguerons les cas suivants :
– X est fini (le cas fini), X = {x1, x2, . . . , xn},
– X est un segment [a,b] ⊂ R,
– X est un sous-ensemble compact de Rn.
Dans cette section, les lettres x et y de´signerons des e´le´ments de X. Soit ∆(X) l’ensemble
des mesures de probabilite´ sur X. Dans le cas fini, il pourra aussi eˆtre de´signe´ par ∆n, qui
est alors compact. Dans tous les cas, en topologie faible, ∆(X) est compact et l’espe´rance
mathe´matique continue a` l’e´gard de la loi de probabilite´. Nous utiliserons les lettres p et q
pour de´signer des e´le´ments de ∆(X).
Une population se caracte´rise par la distribution p ∈ ∆(X) qui gouverne les
traits de ses individus. Nous n’aurons nul besoin de distinguer si chaque individu,
a` chaque de´cision, choisit un e´le´ment de A avec probabilite´ p(A) (la population
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est alors monomorphe: ses membres usent d’une strate´gie mixte commune p), ou
si chacun se voit distribue´ une strate´gie pure selon la loi p, qui repre´sente alors la
distribution des traits au sein de la population, cette fois polymorphe. En d’autres
termes, pour tout sous-ensemble A ⊂ X, p(A) peut eˆtre vue soit comme la probabilite´ que
tout animal d’une population monomorphe adopte un des comportements x de l’ensemble
A, soit comme la proportion des animaux d’une population polymorphe dont le phe´notype
appartient a` A. Ainsi, dans ce dernier cas, p(A) est aussi la probabilite´ qu’un animal de la
population pris “au hasard” (selon une loi uniforme) ait un phe´notype qui appartienne a` A.
Soit G : X × ∆(X) → R conjointement continue (en topologie faible pour son second
argument). L’interpre´tation en est le succe`s reproducteur d’un individu de trait x 1 dans une
population caracte´rise´e par p.
Un cas particulier inte´ressant, de´nomme´ ci-apre`s le cas line´aire, se produit lorsque G
s’obtient d’apre`s une fonction H : X ×X → R qui donne le paiement H(x,y) qu’un animal de
trait x obtient lorsque mis en pre´sence d’un animal de trait y. Soit G(x,p) le paiement espe´re´
lorsque l’on joue x dans une population caracte´rise´e par p :
G(x,p) =
∫
X
H(x,y) dp(y) . (1.1)
Ainsi les fonctions G et F ci-dessous seront-elles line´aires en leur second argument. Ce ne sera
cependant pas ne´cessaire pour certains des re´sultats qui seront pre´sente´s.
Le succe`s reproducteur d’une petite sous-population qui adopte une strate´gie mixte q au
sein d’une population caracte´rise´e par p est
F (q, p) =
∫
X
G(x, p) dq(x) .
Soit δx ∈ ∆(X) la mesure de Dirac en x. On a donc G(x,p) = F (δx,p).
De´finition 1.1 Pour tout p ∈ ∆n, on de´finit la multiapplication BR(p) par
BR(p) = {q ∈ ∆n | F (q,p) = max
r∈∆n
F (r,p)} .
La de´finition la plus parlante du concept d’e´quilibre e´volutivement stable (ESS) est la
suivante [102]:
De´finition 1.2 La distribution p ∈ ∆(X) est dite eˆtre un ESS s’il existe un ε0 > 0 tel que
pour tout ε < ε0 positif, on ait :
∀q 6= p , F (p,(1− ε)p+ εq) > F (q,(1− ε)p+ εq) .
Autrement dit, un trait mutant q qui repre´sente une fraction ε d’une population caracte´ri-
se´e par p ne peut s’y re´pandre car son succe`s reproducteur n’atteint pas celui du trait re´sident
1. il s’agit plus exactement du succe`s reproducteur du trait lui meˆme. Les jeux d’e´volution mettent en
concurrence des traits dont les individus ne sont que les jetons.
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p. La line´arite´ suffit a` ce que co¨ıncident cette de´finition et celle propose´e par Maynard Smith
et Price [103] :
The´ore`me 1.3 Si F est line´aire en son second argument, la De´finition 1.2 est e´quivalente a`
la de´finition ci-dessous.
De´finition 1.4 La distribution p ∈ ∆(X) est dite eˆtre un ESS si
1.
∀q ∈ ∆(X) , F (q,p) ≤ F (p,p) , (1.2)
2.
∀q ∈ BR(p)\{p} , F (q,q) < F (p,q) . (1.3)
1.1.2 Relation avec la the´orie des jeux classique
Conside´rons un jeu a` deux joueurs, de´nomme´s ci-apre`s 1 et 2. Chacun choisit sa de´cision,
disons q1 et q2, respectivement, dans ∆(X), et souhaite maximiser sa fonction de paiement,
respectivement :
J1(q1,q2) = F (q1,q2) ,
J2(q1,q2) = F (q2,q1) .
De´finition 1.5 Soit un jeu a` deux joueurs : pour i = 1,2,
Ji : Q1 ×Q2 → R : (q1,q2) 7→ Ji(q1,q2) .
On appelle e´quilibre de Cournot-Nash, ou simplement e´quilibre de Nash, une paire (q?1,q
?
2) ∈
Q1 ×Q2 telle que,
∀q1 ∈ Q1 , J1(q?1,q?2) ≥ J1(q1,q?2) ,
∀q2 ∈ Q2 , J2(q?1,q?2) ≥ J1(q?1,q2) .
Vient alors la proposition suivante :
Proposition 1.6
– La condition (1.2) de la De´finition 1.4 e´quivaut a` reque´rir que (p,p) soit un e´quilibre de
Nash du jeu ci-dessus. Par conse´quent, tout p satisfaisant cette condition sera appele´
point de Nash.
– Si (p,p) est un e´quilibre de Nash strict, p est un ESS.
Plus pre´cise´ment, un e´quilibre de Nash strict et syme´trique est donne´ par la condition (1.2)
de la de´finition 1.4, dans laquelle l’ine´galite´ devient une stricte ine´galite´. Si tel est le cas, la
condition (1.3) est imme´diatement satisfaite.
De par un the´ore`me de von Neumann [157, proposition (17:D) p. 161], il vient, dans le cas
fini, et e´tendu de`s les anne´es cinquante au cas infini 2, le the´ore`me d’e´galisation :
2. La preuve de von Neumann s’applique aux jeux a` somme nulle, ou lorsque le jeu peut eˆtre formule´ de la
sorte: J1(q1,q2) = −J2(q1,q2). Son extension a` l’e´quilibre de Nash peut-eˆtre trouve´e dans [91].
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The´ore`me 1.7 Soit p un ESS. De`s lors,
1. ∀x ∈ X , G(x,p) ≤ F (p,p),
2. soit N = {x ∈ X | G(x,p) < F (p,p)}. On a p(N) = 0.
Chaque trait pre´sent dans la population, peut, a` l’e´quilibre, espe´rer un succe`s
reproducteur e´gal aux autres. Cet e´le´ment surprenant 3 en the´orie des jeux classique
est somme toute plus intuitif en jeux d’e´volution, de par l’aspect me´canique de la stabilite´
recherche´e 4.
Enfin, une preuve tre`s similaire a` (mais qui diffe´re le´ge`rement de) celle de l’existence d’un
e´quilibre de Nash conduit au the´ore`me suivant, qui s’applique ici :
The´ore`me 1.8 Soit P un espace compact, F : P × P → R une fonction continue et concave
en son premier argument. Alors il existe au moins un p ∈ P qui satisfasse la condition (1.2)
de la De´finition 1.4.
1.1.3 Une analyse plus approfondie du cas line´aire fini
Dans le cas line´aire fini, le proble`me est entie`rement de´fini par la matrice A = (aij) avec
aij = H(xi,xj), tel que
G(xi,p) = (Ap)i , F (q,p) = 〈q,Ap〉 = qtAp .
Reformulons le The´ore`me 1.7 dans ce contexte. A` cette fin, introduisons la notation 1l pour
de´signer un vecteur (de dimension ade´quate) dont les e´le´ments sont unitaires. La notation
u < v signifiera que le vecteur v − u, v et u vecteurs de meˆme dimension, a toutes ses
coordonne´es strictement positives.
Viennent les re´sultats plus ou moins classiques suivants :
The´ore`me 1.9
1. Si p est un point de Nash, il existe α = F (p,p) et une partition des coordonne´es dans
Rn telle que, a` un re´ordonnancement des coordonne´es pre`s, on ait
p =
(
p1
0
)
, Ap =
(
1lα
h
)
, (1.4)
h un vecteur de dimension ade´quate dont toutes les coordonne´es sont infe´rieures a` α.
Soit n1 la dimension de p1. Soit
A =
(
A11 A10
A01 A00
)
la partition de A adapte´e a` la de´composition de p, et B1 = (1/2)(A11 + At11) la partie
syme´trique de A11.
3. du fait qu’il faille agir selon les paiements de son adversaire, et non des siens, de sorte a` les e´galiser
quoiqu’il fasse.
4. c’est aussi le “premier principe” de Wardrop, de´couvert dans l’e´tude des choix d’itine´raire par les usagers
du re´seau routier [164].
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2. Si p est un point de Nash, une condition suffisante pour qu’il soit un ESS, c’est a` dire
pour que la condition (1.3) soit satisfaite, est que la restriction de la forme quadratique
Rn1 → R : u 7→ 〈u,B1u〉 au sous-espace de Rn1 orthogonal au vecteur 1l de cet espace,
soit de´finie ne´gative.
3. Soit p un point de Nash, et sa de´composition comme ci-dessus. Supposons qu’a` un re´or-
donnancement pre`s des coordonne´es de p1, celui-ci puisse s’e´crire
p1 =
(
p2
0
)
.
Soit aussi
A11 =
(
A22 A20
A02 A00
)
la partition adapte´e de A11 (avec une surcharge de notation sans conse´quence pour A00),
et B2 la partie syme´trique de A22.
Une condition ne´cessaire pour que p soit un ESS est que la restriction de la forme
quadratique u 7→ 〈u,B2u〉 au sous-espace de Rn2 orthogonal au vecteur 1l soit de´finie
ne´gative.
Si p1 n’a pas de coordonne´e nulle, la condition de l’affirmation 2 est ne´cessaire et suffi-
sante.
Preuve :
1. L’affirmation 1 du the´ore`me est une reformulation du The´ore`me d’e´galisation 1.7.
2. La de´monstration des affirmations semblables 2 et 3 s’appuie sur le re´sultat suivant :
Lemme 1.10 Si p est un point de Nash, soit p1 et A11 de´finis dans le the´ore`me, la
condition (1.3) est e´quivalente a`
∀q1 6= p1 ∈ ∆n1 , 〈q1 − p1,B1(q1 − p1)〉 < 0 . (1.5)
De´monstration du lemme D’apre`s (1.4), BR(p) est exactement le simplexe du sous-
espace de Rn contenant p1. Les vecteurs de BR(p) sont exactement tous les vecteurs de
la forme
q =
(
q1
0
)
, q1 ∈ ∆n1 .
La condition (1.3) s’e´crit
∀q1 6= p1 ∈ ∆n1 , 〈q1 − p1,A11q1〉 < 0 .
Par ailleurs, par de´finition de BR, 〈q1−p1,A11p1〉 = 0. On peut donc soustraire le membre
de gauche de cette dernie`re e´galite´ a` celui de l’ine´galite´ pre´ce´dente, pour obtenir
∀q1 6= p1 ∈ ∆n1 , 〈q1 − p1,A11(q1 − p1)〉 < 0 .
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Il suffit alors de remarquer que, pour tout u, 〈u,A11u〉 = 〈u,B1u〉 pour obtenir le lemme.
Revenons a` la de´monstration de l’affirmation 2 du the´ore`me. Puisque p1 et q1 appar-
tiennent tous les deux au simplexe, leur diffe´rence est orthogonale au vecteur 1l. Donc
si la restriction de la forme quadratique engendre´e par B1 a` ce sous espace est ne´gative
de´finie, on aura bien (1.5).
3. La condition ci-dessus est trop forte en ce que la restriction de p1 et q1 au simplexe fait
que leurs diffe´rences n’engendrent pas tout l’espace orthogonal a` 1l si p1 est sur le bord
du simplexe, c’est a` dire s’il a des coordonne´es nulles. Dans ce cas, on prend un sous
ensemble de l’espace engendre´ par ces diffe´rences en se restreignant aux q1 qui ont les
meˆmes coordonne´es nulles que p1. Ayant pris un sous-ensemble strict, nous n’avons plus
qu’une condition ne´cessaire.
Si p1 a toutes ses coordonne´es non nulles, il est a` l’inte´rieur du simplexe de Rn1 . Les
diffe´rences q1−p1, q1 ∈ ∆n1 engendrent donc tout Rn1 . La condition (1.5) est donc aussi
ne´cessaire.
Remarque 1 Soit B une matrice syme´trique de type m × m. Soit V un sous-espapce de
dimension ` de Rm. Soit Q une matrice de type m × ` dont l’image est V. La condition que
la restriction de la forme quadratique u 7→ 〈u,Bu〉 a` V soit ne´gative de´finie peut s’e´crire
QtBQ < 0.
Pour appliquer cette remarque au sous-espace 1l⊥ de Rn, on peut par exemple prendre pour
matrice Q la matrice obtenue en supprimant l’une quelconque des colonnes du projecteur or-
thogonal P = I−(1/n)1l1lt. On garde ainsi n−1 vecteurs line´airement inde´pendants engendrant
le sous-espace 1l⊥.

Un autre corollaire imme´diat est que le nombre d’ESS est borne´ par n. Plus pre´cise´ment,
Corollaire 1.11 S’il existe un ESS dans l’inte´rieur relatif d’une face de ∆, il n’y en a aucun
autre dans cette face, et dans cet e´nonce´ ∆n est lui meˆme une face de dimension n− 1. Par
conse´quent, s’il existe un ESS dans l’inte´rieur relatif de ∆n, c’est l’unique ESS.
1.1.4 Sur la stabilite´ de la dynamique des re´plicateurs
Certains auteurs [151, 152] de´finissent un ESS (dans le cas fini) tel un point stable p de la
dynamique des re´plicateurs
q˙i = qi[G(xi,q)− F (q,q)] . (1.6)
Remarquons qu’une premie`re conse´quence a` cela est que :
qi(t) = qi(0) exp
(∫ t
0
[G(xi,q(s))− F (q(s),q(s)] ds
)
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de sorte que si tous les qi(0) sont non-nuls, ils le resteront au cours des temps e´volutifs, et
vice-versa (pas d’apparition de nouveau trait ou mutation). De plus, on voit que
∑
i q˙i =∑
i qiG(xi,q)− (
∑
i qi)F (q,q) = (1−
∑
i qi)F (q,q) = 0, de sorte que l’hyperplan {q |
∑
i qi = 1}
est invariant. La conclusion a` ces deux remarques est la suivante :
Proposition 1.12 La dynamique des re´plicateurs pre´serve
– ∆(X), de meˆme que son inte´rieur,
– les faces de ∆(X), de meˆme que leurs inte´rieurs relatifs.
Il est bien connu 5 que dans le cas line´aire fini, la relation entre ces deux de´finitions, pour un
seul concept, se situe dans le the´ore`me suivant.
The´ore`me 1.13 Dans le cas line´aire fini, tout point asymptotiquement stable de la dynamique
(1.6) est un point de Nash. Tout ESS est un point localement 6 asymptotiquement stable de la
dynamique (1.6), et son bassin d’attraction contient l’inte´rieur relatif de la face de plus petite
dimension de ∆(X) sur laquelle il repose.
Remarquons cependant que dans le cas infini (un continuum de traits) la situation est bien
plus complexe et reste un proble`me ouvert [36, 37, 129]. En effet, l’e´quation d’e´volution qui
vivait dans Rn vit alors dans un espace de mesures, de sorte que la de´finition du terme stabilite´
de´pende de la topologie choisie (et la fonction de Lyapunov utilise´e ici n’est pas continue en
topologie faible, ou naturelle).
Deux cas particuliers de ce the´ore`me sont les suivants :
Corollaire 1.14 Dans le cas line´aire fini,
– Si un ESS est un point inte´rieur de ∆(X), celui ci est globalement stable dans l’inte´rieur
de ∆(X), pour la dynamique (1.6).
– Toute strate´gie pure, qu’elle constitue un ESS ou non, est un e´quilibre de la dynamique
(1.6). Le the´ore`me ci-dessus n’implique rien de plus pour les ESS en strate´gies pures.
Preuve :
Pour prouver le caracte`re ne´cessairement Nash d’un point asymptotiquement stable de la
dynamique (1.6), admettons que p ne soit pas un point de Nash (cf. Proposition 1.6). Ainsi
existerait-il un voisinage V de p et un δ > 0 tels que :
∀q ∈ V , G(xk,q)− F (q,q) ≥ δ .
Si q(t)→ p, alors il existe un t0 tel que ∀t > t0 , q(t) ∈ V. Mais alors
qk(t) = qk(t0) exp
(∫ t
t0
[G(xk,q(s))− F (q(s),q(s)] ds
)
> qk(t0)eδ(t−t0) →∞ ,
ce qui constitue un paradoxe.
5. consulter [127] par exemple pour une analyse bien plus de´taille´e.
6. relativement a` la face a` laquelle nous nous re´fe´rons.
1.2 Quelques e´le´ments de commande optimale 25
Pour ce qui concerne le caracte`re suffisant qu’a` un ESS pour eˆtre localement asymptotiquement
stable pour la dynamique (1.6), nous restreindrons notre attention au sous-espace Rn2 de
l’affirmation 3 du The´ore`me 1.9, ou` toutes les coordonne´es de p sont strictement positives, et
plus loin a` ∆ := ∆n2 . Conside´rons la fonction de Lyapunov
V (q) =
n2∑
i=1
pi ln
pi
qi
.
Elle est nulle en p. Aussi peut-elle s’e´crire V (q) = −∑i pi ln(qi/pi) et de par le fait que
lnx < x − 1, tant que x 6= 0, V (q) > −∑i pi(qi/pi − 1) = 0 de`s que ∆ 3 q 6= p. Donc sa
restriction a` ∆ est en effet une fonction de Lyapunov valide. Ainsi, vient, sur une trajectoire
de (1.6),
dV (q(t))
dt
= −
n2∑
i=1
pi[G(xi,q)− F (q,q)] = −F (p,q) + F (q,q)
qui est par hypothe`se ne´gatif sur ∆n2 , puisque c’est un sous-espace de ∆n1 , l’ensemble des
meilleures re´ponses contre p.

Il se trouve que l’on peut aller plus loin via le the´ore`me suivant (dont nous ne de´taillerons
cependant pas la preuve, laquelle s’appuie sur la compacite´).
De´finition 1.15 Une strategie p ∈ ∆n est appele´e localement supe´rieure s’il existe un voisi-
nage N de p dans ∆n tel que, pour tout q ∈ N , q 6= p, F (q,q) < F (p,q).
The´ore`me 1.16 Dans le cas line´aire fini, p constitue un ESS si et seulement si elle est
localement supe´rieure.
Corollaire 1.17 Dans le cas line´aire fini, le bassin d’attraction d’un ESS contient un voisi-
nage dans ∆n de l’inte´rieur relatif de la face de plus petite dimension de ∆n sur laquelle cet
ESS repose.
1.2 Quelques e´le´ments de commande optimale
Cette section s’inspire, parfois e´honte´ment, de Bernhard [10] ainsi que des
notes de cours de Bonnans et Rouchon [21]. Il s’agit d’e´tudier une famille de proble`mes
de commande optimale qui est parame´tre´e par ξ, la condition initiale sur l’e´tat x. Nous
de´finirons la notion de valeur du proble`me et montrerons qu’elle est, en un sens ge´ne´ralise´,
solution d’une e´quation aux de´rive´es partielles en la variable x, dite e´quation de Hamilton-
Jacobi-Bellman (HJB). La commande optimale s’obtient par minimisation d’un de´nomme´
Hamiltonien, dans lequel intervient le gradient de la fonction valeur.
La pre´sentation que nous en faisons ici est largement heuristique, et a surtout pour but
de pre´ciser la position relative des outils que nous utiliserons. Elle fait donc l’impasse sur
plusieurs difficulte´s techniques que nous aurons a traiter soigneusement dans la suite.
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1.2.1 Un bref survol historique
La commande optimale traite des proble`mes d’optimisation d’un crite`re, dont la valeur
de´pend d’une trajectoire sur laquelle on peut dans une certaine mesure influer. Il s’agit donc
de calcul des variations.
He´ron d’Alexandrie avait de´ja` remarque´ que le chemin suivit par la lumie`re via re´flexion sur
un miroir plan est minimum. Toutefois, c’est en 1657 que Fermat e´nonce son ce´le`bre principe
de temps minimum pour la lumie`re. Aussi de´couvre-t-il, en 1661, qu’il rend compte de la loi
de la re´fraction de Descartes, pourvu que l’on adopte, contre le maˆıtre 7 (et contre Newton),
une vitesse de propagation inversement proportionnelle a` l’indice du milieu. Apparaˆıt ensuite
la notion de de´rive´e, ou “fluxions” d’apre`s Newton (vers 1669), tandis qu’en paralle`le, Leibniz
en de´veloppe sa propre notion. Apre`s les travaux pre´curseurs de Newton sur le calcul des
variations, ce sujet va, sous l’emprise des fre`res Bernoulli, e´voluer tre`s vite. On leur doit le
ce´le`bre proble`me de la Brachistochrone [140], pose´ en 1696. Dans la ligne´e de Johann Bernoulli,
Euler s’affirmera tel le ve´ritable fondateur du calcul des variations ; l’e´quation qui porte son
nom est publie´e en 1736. Vient alors Lagrange, qui introduit la notion de variation, pre´cise le
principe de moindre action e´nonce´ par Maupertuis 8 en 1744, et applique le tout a` la me´canique.
Au 19ie`me sie`cle, la me´canique et la the´orie de la lumie`re restent les motivations de Poisson
puis d’Hamilton, qui de´veloppe le principe d’action stationnaire sous sa forme moderne. Les
premiers re´sultats sur la the´orie de la seconde variation proviennent de Jacobi, en 1837, qui
introduit la notion de point conjugue´ et les conditions suffisantes d’optimalite´ locales. Dans
les anne´es 70, Weierstrass, conscient que ces conditions ne pre´vallent que pour des variations
faibles, introduit alors les notions de champ de trajectoires et de variation forte. Apparaˆıt
alors sa condition suffisante d’optimalite´, ou le fait que le Hamitonien soit minimise´ en tout
point du champ. A` la fin du 19ie`me sie`cle et au de´but du 20ie`me, apparaˆıt le proble`me de
Bolza, ou l’anceˆtre de la commande optimale. Quant a` Carathe´odory, il formalise la forme
Hamiltonienne des conditions suffisantes. Dans les anne´es 50, Bellman et Isaacs de´veloppent
inde´pendamment (bien qu’e´voluant tous deux au sein de la Rand Corporation) une forme
moderne de la the´orie d’Hamilton-Jacobi-Carathe´odory [117], que l’on retiendra sous le nom
de programmation dynamique. Paralle`lement, se poursuivent des travaux sur les conditions
ne´cessaires, tant en France (Contensou), qu’aux USA (Breakwell) et en URSS ou` Pontryagin
introduit le principe du maximum, traduit en anglais en 1962 [121]. Plus proches de nous, au
de´but des anne´es 80, Crandall et P.-L. Lions [35] introduisent la notion de solution de viscosite´,
qui permet de donner un caracte`re ne´cessaire a` l’e´quation de Hamilton-Jacobi-Bellman.
7. ou plutoˆt contre ses disciples, car Descartes mourut quelques anne´es auparavant.
8. Notons au passage que c’est Maupertuis que caricature Voltaire dans Candide et non Leibniz [49]. Aussi
le terme “panglossien” est-il utilise´ en biologie de l’e´volution pour de´signer un raisonnement qui sous-entend
quelque intentionalite´ ou finalite´ de la part du processus de se´lection naturelle.
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1.2.2 Une famille de proble`mes
Conside´rons la classe de proble`mes de commande optimale suivante. Adoptons la notation
x˙(t) := dx(t)/dt. Admettons que la dynamique de notre variable d’e´tat x ∈ Rn soit re´gie
par une e´quation diffe´rentielle que l’on controˆle, dans une certaine mesure, via la variable de
de´cision u ∈ U, U compact :
x˙(t) = f(x(t),u(t)) , x(0) = ξ . (1.7)
Appelons U l’ensemble des commandes admissibles, ou l’ensemble des t 7→ u(t) ∈ U mesu-
rables. Remarquons tout d’abord que le temps t n’intervient pas explicitement ; on dit que la
dynamique est stationnaire. Il s’agit en fait d’une variable inde´pendante, d’un repe`re. Si le
temps (ou la date, l’heure, dore´navant en italique) devait intervenir en tant que tel, nous en
ferions une composante supple´mentaire du vecteur x et, afin d’e´viter toute confusion, nom-
merions s la variable inde´pendante, caracte´rise´e par dt/ds = 1.
Admettons que la trajectoire puisse rencontrer un obstacle O ⊂ Rn, sous-ensemble ferme´
de l’espace d’e´tat. Soit C = ∂O une varie´te´ suppose´e diffe´rentiable qui de´crit le bord de O.
Ajoutons que C se´pare localement, en chacun de ses points, l’espace en deux demi-espaces,
l’un inte´rieur, l’autre exte´rieur, a` O. Aussi, soit T le temps auquel cet e´ve`nement se produit,
T := inf{t | x(t) ∈ O} , (1.8)
s’il se produit, sinon T vaudra par de´finition +∞. Typiquement, pourvu que l’on ait au
pre´alable fait du temps une composante de l’e´tat, cet obstacle peut prendre la forme d’un
horizon temporel, auquel cas on n’y e´chappe pas.
Notre objectif sera de maximiser le crite`re suivant :
J(ξ,u(·)) =
∫ T
0
L(x(t),u(t))e−αtdt+K(x(T ))e−αT , (1.9)
ou` x(·) satisfait (1.7) et α > 0 est le coefficient d’actualisation 9. Quant a` K, il s’agit de la
composante du paiement qui ne de´pend que d’un e´ventuel e´tat terminal (en cas de rencontre
avec l’obstacle), a` ceci pre`s que ce paiement terminal est actualise´ au temps 0. En comple´ment,
L, ou le paiement courant, est la composante du paiement global qui rend compte de la
trajectoire suivie. Remarquons de nouveau que L etK sont stationnaires. Toutefois, la variable
temps t intervient dans les facteurs de de´comptes parame´tre´s par α. Ne´anmoins, nous nous
appreˆtons a` montrer que l’on peut tout de meˆme qualifier ce proble`me de stationnaire en ce
sens que t n’y jouera bientoˆt plus aucun roˆle 10. Nous ferons toujours l’hypothe`se que f et L
doivent eˆtre lipschitziennes, ainsi que borne´e en ce qui concerne L. En outre, on suppose que
9. en E´conomie, ce facteur de de´compte intervient pour mode´liser le fait qu’un paiement obtenu de suite vaut
plus que le meˆme paiement perc¸u, disons, un an apre`s (taux d’inte´reˆt, inflation, . . .). Aussi se trouve-t-il qu’un
coefficient d’actualisation strictement positif permet de donner une valeur finie au crite`re si l’on ne rencontre
aucun obstacle, ce qui facilite l’analyse mathe´matique.
10. du fait de la nature exponentielle du de´compte, qui nous de´livre de toute me´moire.
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f satisfait une condition de croissance idoine pour assurer l’existence d’une solution globale
a` l’e´quation diffe´rentielle (1.7). Ces hypothe`ses assurent que la dynamique (1.7) admet, pour
une commande u(·) donne´e, une solution unique et que le terme inte´gral du crite`re (1.9) est
bien de´fini, pourvu que T soit fini (auquel cas x(T ) ∈ O) ou que α > 0.
Appelons valeur du proble`me la quantite´ suivante :
V (ξ) = sup
u(·)∈U
J(ξ, u(·)) . (1.10)
Aussi dirons-nous que tout
u?(·) ∈ arg max
u(·)∈U
J(ξ, u(·))
est une commande optimale, solution du proble`me e´nonce´ par les e´quations (1.7), (1.8), (1.9)
et (1.10) ; appelons le Pξ.
L’ide´e est ensuite de travailler sur la valeur du proble`me telle une fonction de ξ, l’e´tat
initial. Appelons donc V la fonction valeur.
1.2.3 Principe de programmation dynamique
Ainsi, commenc¸ons par faire varier la condition initiale le long d’une trajectoire optimale.
Principe d’optimalite´ : a` partir de tout point d’une trajectoire optimale, le chemin res-
tant a` parcourir est optimal pour le proble`me sous-jacent initialise´ en ce point.
Ce qui se traduit en le the´ore`me suivant.
The´ore`me 1.18 Pour la famille de proble`mes (Pξ), le principe de programmation dynamique
s’e´nonce comme suit : ∀ξ /∈ O , ∀τ ∈ (0, T ) , V (ξ) = supu(·)∈U
{∫ τ
0
L(x(t),u(t))e−αtdt+ e−ατV (x(τ))
}
,
∀ξ ∈ O , V (ξ) = K(ξ) .
(1.11)
Soulignons que T de´pend a` la fois de ξ et de la commande u(·) conside´re´e.
Preuve :
E´crivons : ∀ξ /∈ O, ∀τ ∈ (0,T ),
J(ξ,u(·)) =
∫ τ
0
L(x(t),u(t))e−αtdt+
∫ T
τ
L(x(t),u(t))e−αtdt+ e−αTK(x(T )) ,
=
∫ τ
0
L(x(t),u(t))e−αtdt
+e−ατ
(∫ T−τ
0
L(x(t+ τ),u(t+ τ))e−αtdt+ e−α(T−τ)K(x((T − τ) + τ))
)
,
=
∫ τ
0
L(x(t),u(t))e−αtdt+ e−ατJ(x(τ),u(·+ τ)) ,
≤
∫ τ
0
L(x(t),u(t))e−αtdt+ e−ατV (x(τ)) .
1.2 Quelques e´le´ments de commande optimale 29
D’ou` ∀ξ /∈ O, ∀τ ∈ (0,T ),
V (ξ) := sup
u(·)∈U
J(x, u(·)) ≤ sup
u(·)∈U
{∫ τ
0
L(x(t),u(t))e−αtdt+ e−ατV (x(τ))
}
=: Λ(ξ) .
Afin d’e´tablir l’ine´galite´ inverse, introduisons uˆ(t), une solution ε-optimale de l’e´quation (1.11).
Soit xˆ(t) la trajectoire associe´e. On a
Λ(ξ) ≤
∫ τ
0
L(xˆ(t),uˆ(t))e−αtdt+ e−ατV (xˆ(τ)) + ε .
Aussi, soit uˇ(t) une solution admissible ε-optimale du proble`me Pξ. On a ∀τ ∈ (0,T ),
e−ατV (xˆ(τ))− ε ≤
∫ T
0
L(xˇ(t),uˇ(t))e−α(t+τ)dt+ e−α(T+τ)K(x(T ))
=
∫ τ+T
τ
L(xˇ(t− τ),uˇ(t− τ))e−αtdt+ e−α(T+τ)K(x(T )) .
De`s lors, introduisons la commande u˜(t), de´finie comme suit : ∀τ ∈ (0,T ),
u˜(t) =
{
uˆ(t) si t ∈ (0,τ ]
uˇ(t) si t ∈ (τ,T )
et soit x˜(t) l’e´tat associe´. Il vient ∀ξ /∈ O, ∀τ ∈ (0,T ),
Λ(ξ) ≤
∫ T+τ
0
L(x˜(t),u˜(t))e−αtdt+ e−α(T+τ)K(x(T + τ)) + 2ε = V (ξ) + 2ε .
Puisque ε peut eˆtre pris arbitrairement petit, cela entraˆıne ∀ξ /∈ O, ∀τ ∈ (0,T ), V (ξ) = Λ(ξ).

Soulignons que de par le caracte`re exponentiel du facteur de de´compte, la valeur ne de´pend
aucunement de l’instant (ou du temps) initial. C’est la cle´ de la preuve ci-dessus.
Aussi, nous voyons que, quelle que soit la position du curseur temporel τ ∈ (0,T ), la
somme des paiements courants depuis l’instant initial et de la valeur en le point atteint en
τ est invariante (e´gale a` la valeur du proble`me), pourvu que l’on se de´place, durant le laps
de temps τ , sur une trajectoire optimale. Si tel n’est pas le cas, cette somme ne peut qu’eˆtre
de´croissante en τ car on est d’autant plus susceptible de s’eˆtre e´gare´ du chemin de l’optimalite´
que τ est grand.
1.2.4 L’approche Hamilton-Jacobi-Bellman
Appelons la dite somme H :
H(ξ,u(·),τ) =
∫ τ
0
L(x(t),u(t))e−αtdt+ e−ατV (x(τ)) ,
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ou` x(·) satisfait (1.7). D’apre`s le raisonnement pre´ce´dent, on a
∂
∂τ
H(ξ,u(·),τ) ≤ 0 (avec e´galite´ pour u?(·)) .
Pourvu que V soit diffe´rentiable, il vient, en tout point d’une trajectoire donne´e par un certain
ξ et une certaine commande u(·), la relation suivante :
L(x,u)− αV (x) + 〈∇V (x),f(x,u)〉 ≤ 0 (avec e´galite´ pour u?(·)) . (1.12)
Cette relation est vraie sur toute trajectoire optimale, quel que soit ξ. Ainsi, dans toute re´gion
de l’espace d’e´tat ou` le champ de´crit par les trajectoires optimales est re´gulier, cette relation
est vraie pour tout x.
Notons au passage que nous nous sommes de´leste´s des de´pendances en temps. A` chaque
e´tat x, nous sommes a` pre´sent a` meˆme de faire correspondre une de´cision u ∈ U ; appelons
cette application φ. Dans le jargon des automaticiens, u = φ(x) est une politique dite en boucle-
ferme´e, ou de re´troaction, sur l’e´tat. Autrement dit, la commande optimale ne de´pendra plus
de notre repe`re temporel t, telle la commande en boucle ouverte u(t) ∈ U , mais simplement
de l’e´tat courant x.
Ainsi la relation (1.12) permet-elle une synthe`se de la commande optimale en boucle ferme´e
d’apre`s un champ re´gulier de trajectoires optimales obtenues en boucle-ouverte.
Introduisons le Hamiltonien H : Rn × U× Rn → R,
H(x,u,λ) := L(x,u) + 〈λ,f(x,u)〉 . (1.13)
On appelera e´quation de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) (associe´e a` la famille de pro-
ble`mes (Pξ)) l’e´quation aux de´rive´es partielles non line´aire du premier ordre ∀x /∈ O , αV (x) = supu∈UH(x,u,∇V (x)) ,∀x ∈ O , V (x) = K(x) . (1.14)
ou` H est donne´ par l’e´quation (1.13) et dans laquelle l’inconnue est V . Toutefois, V peut
se re´ve´ler non diffe´rentiable. Afin de donner un sens a` cette e´quation, il existe la notion de
solution de viscosite´ [6], que nous ne de´taillerons pas ici 11. Aussi, V n’est pas ne´cessairement
continue sur C, auquel cas se pose de nouveau la question du sens des conditions aux limites.
Afin de faciliter l’analyse qui suit et se veut heuristique, admettons que V soit en tout
point diffe´rentiable ainsi que continue sur C.
Comment proce`de-t-on pour re´soudre une e´quation telle (1.14)?
Tout d’abord, appelons λ le gradient de la fonction valeur :
λ(x) = ∇V (x) .
11. par la suite, nous nous inte´resserons plus particulie`rement a` des jeux diffe´rentiels et verrons qu’il y a
d’autres haies a` franchir dans ce cadre avant de pouvoir espe´rer les re´soudre d’un trait via l’approche HJB.
1.2 Quelques e´le´ments de commande optimale 31
Ensuite, de´finissons l’application suivante :
ϕ : (x,λ) 7→ argmax
u∈U
H(x,u,λ) ,
a` supposer que le maximum soit atteint en un point unique, ce que nous ferons pour nous
simplifier la vie. Nous e´ludons aussi le proble`me e´pineux de l’admissibilite´ de la re´troaction
u = ϕ(x,λ(x)). Vient alors la relation suivante,
0 = αV (x)−H(x,ϕ(x,λ(x)),λ(x)) =: F (x,λ(x)) .
Comme ceci est vrai pour tout x /∈ O, on a, dans l’ouvert comple´mentaire de O, ∀i ∈
{1,2, . . . ,n} et en supposant V deux fois de´rivable
0 =
∂F (x,λ(x))
∂xi
=
∂F (x,λ)
∂xi
+
∂F (x,λ)
∂λi
∂λi(x)
∂xi
+
∂F (x,λ)
∂λ−i
∂λ−i(x)
∂xi
,
=
∂F (x,λ)
∂xi
+
∂F (x,λ)
∂λi
∂2V
∂xi∂xi
+
∂F (x,λ)
∂λ−i
∂2V
∂xi∂x−i
.
ou` −i de´signe, non sans abus de notation, que cela vaut pour chaque indice autre que i.
Soit x(s) une fonction de´rivable telle que
dxi
ds
=
∂F
∂λi
(x(s),λ(s)) . (1.15)
Il vient
0 =
∂F
∂xi
+
∂
∂xi
(
∂V
∂xi
dxi
ds
+
∂V
∂x−i
dx−i
ds
)
=
∂F
∂xi
+
∂
∂xi
dV
ds
=
∂F
∂xi
+
d
ds
∂V
∂xi
=
∂F
∂xi
+
dλi
ds
.
D’ou`
dλi
ds
= −∂F
∂xi
(x(s),λ(s)) . (1.16)
Les courbes x(s) donne´es par les e´quations (1.15) et (1.16) sont dites caracte´-
ristiques de F [26]. Si l’on dispose d’une varie´te´ limite et des conditions associe´es, inte´grer
ces e´quations diffe´rentielles permet de reconstruire V , du moins pourvu que le champ obtenu
recouvre tout l’espace de fac¸on univoque. La loi de re´troation sur l’e´tat optimale de´coule de
la fonction valeur V . Enfin, remarquons que, dans ce cadre, les courbes caracte´ristiques ont
la vertu de correspondre aux trajectoires optimales.
Revenons sur les conditions aux limites. Pour faire simple, plac¸ons nous sur le bord de
l’obstacle O, dont nous dirons qu’il s’agit d’une varie´te´ de dimension n−1 de´crite par C(x) = 0.
Du coˆte´ inte´rieur a` O, la fonction valeur est connue (on a V (x) = K(x)) donc son gradient
ne fait aucun myste`re. Nous sommes inte´resse´s par obtenir son gradient coˆte´ exte´rieur car il
s’agit de la valeur de λ a` la limite. Quelque information nous est de´ja` donne´e par la relation
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suivante. Soient ∇V − et ∇V + les gradients de la fonction valeur de part et d’autre du bord de
l’obstacle. Imaginons que l’on se de´place pre´cise´ment sur cette varie´te´ ; soit x(τ) une courbe
trace´e sur C et x′(τ) = dx(τ)/dτ . Il vient,
d
dτ
V (x(τ)) = 〈∇V −(x(τ)), x′(τ)〉 ,
= 〈∇V +(x(τ)), x′(τ)〉 .
Ainsi savons-nous que la diffe´rence des gradients est normale a` la varie´te´ qui les
de´limite : en de´signant par TC l’hyperplan tangent a` C en x,
∀x′ ∈ TC , 〈∇V +(x)−∇V −(x), x′〉 = 0 .
Sur la varie´te´ terminale, la relation ci-dessus se traduit alors comme suit :
∀x ∈ C , λ(x) = ∇K(x) + κ∇C(x) ,
ou` κ est un scalaire qu’il nous faut de´terminer. D’apre`s l’e´quation (1.14), on sait que, de par
l’admise continuite´, on a supu∈UH(x,u,λ) = αK(x,uλ) sur la varie´te´ conside´re´e. Cela cloˆt en
ge´ne´ral la question.
1.2.5 Relation avec l’approche de Pontryagin et synthe`se non re´gulie`re
Dans cette section, nous nous proposons d’e´noncer le principe du maximum de Pontryagin
[121] dans le cadre du proble`me Pξ, sans pour autant le de´montrer. Toutefois, forts d’avoir
auparavant de´gage´ la substance de l’approche HJB, sense´e re´soudre ce meˆme proble`me, nous
tenterons ici de clarifier ce qui lie ces deux approches et quelles sont leurs limites respectives.
Ou, devrait-on dire, leurs pertinences respectives, comple´mentaires. Posons
L(t,x,u) := L(x,u)e−αt et K(t,x) := K(x)e−αt .
Afin de nous ramener a` la pre´sentation usuelle pour qui s’appreˆte a` recourir au principe du
maximum, e´crivons le crite`re (1.9) ainsi :
J(ξ,u(·)) =
∫ T
0
L(t,x(t),u(t))dt+ K(T, x(T )) .
Aussi, soit µ ∈ Rn l’adjoint de Pontryagin et de´finissons le Hamiltonien comme suit :
H(t,x,u,µ) := L(t,x,u) + 〈µ,f(x,u)〉 .
The´ore`me 1.19 (Principe du maximum) Dans le proble`me Pξ, si une politique u?(·) qui
engendre une trajectoire x?(·) (et qui atteint C) est optimale, alors il existe une trajectoire
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adjointe µ(·) continue donne´e par
{
x˙ = +∇µH(t, u?, x, µ) , x(0) = ξ , x(T ) ∈ C ,
µ˙ = −∇xH(t, u?, x, µ) , µ(T ) = ∇xK+ ν ,
ou` ν est une normale a` C en x(T ) telle que :
H(T, x, u?, µ) = −∂K/∂t .
et ou` u? satisfait : ∀t ∈ [0,T ] ou` u
?(·) est continue ,
H(t, u?, x?, µ) = max
u∈U
H(t, u, x?, µ) .
Admettons, tout comme nous l’avions fait pour clore la section pre´ce´dente, que C soit une
varie´te´ de dimension n−1. On a ν = β∇C ou` β est donne´ par H(T, x, u?, µ) = −∂K/∂t. Ainsi,
s’il on pose µ = λe−αt et β = κe−αT le syste`me d’e´quations diffe´rentielles ci-dessus concorde
avec les e´quations caracte´ristiques de la pre´ce´dente section (t n’apparaˆıt de nouveau plus de
fac¸on explicite), a` ceci pre`s qu’y intervient maintenant un certain u?. Dans l’approche HJB,
ce u? est a priori (comme il se doit) construit par l’application ϕ de sorte a maximiser le
Hamiltonien. Ici, il maximise le Hamiltonien a posteriori, comme si nous avions de´termine´ les
e´quations caracte´ristiques de l’e´quation HJB en prenant u telle une constante, pour ensuite
s’apercevoir qu’il s’agissait d’une re´troaction sur l’e´tat et lui faire maximiser le Hamiltonien
au fil de ces courbes. Cependant, c’est pre´cise´ment ce qu’autorise le lemme de l’enveloppe,
outil de base en optimisation :
Lemme 1.20 (lemme de l’enveloppe) Soit
G¯(x) = max
u∈U
G(x,u) et ψ : x 7→ argmax
u∈U
G(x,u) .
Alors, si ψ est un singleton et si ∂G(x,u)/∂x est conjointement continue en (x,u) [14], on a :
dG¯
dx
(x) =
∂G
∂x
(x,u)
∣∣∣∣
u=ψ(x)
.
Preuve :
La preuve de ce re´sultat est assez technique. Une intuition peut eˆtre donne´e sous les hypothe`ses
excessivement fortes (i) que le max soit atteint en un point inte´rieur a` U et (ii) que ψ soit
de´rivable, auquel cas on a :
dG¯
dx
(x) =
dG
dx
(x,ψ(x)) =
∂G
∂u
(x,u)
∣∣∣∣
u=ψ(x)
dψ
dx
(x) +
∂G
∂x
(x,u)
∣∣∣∣
u=ψ(x)
=
∂G
∂x
(x,u)
∣∣∣∣
u=ψ(x)
.

Pour finir, soulignons que :
– le principe du maximum ne donne que des conditions ne´cessaires d’optimalite´. En effet,
il peut se passer que, le long de la trajectoire optimale, le Hamiltonien soit inde´pendant
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de la commande de sorte qu’aucune information ne perce quant a` la commande effec-
tivement optimale. On parle alors d’arc singulier. Il existe ne´anmoins une parade, cf.
[21].
– le the´ore`me de Pontryagin concerne une trajectoire isole´e et ne ne´cessite nullement de
connaˆıtre la valeur du proble`me dans son voisinage,
– aussi de´livre-t-il une politique en boucle ouverte.
– a` partir de chaque point d’une varie´te´ limite donne´e, il est possible de reconstruire le
champ de trajectoires optimal via les courbes de Pontryagin.
– notons que le long de chaque trajectoire, l’adjoint est par construction continu 12.
– donc pourvu que ce champ soit re´gulier, tenter une synthe`se de la commande optimale
en boucle ferme´e peut s’ave´rer fructeux.
– ainsi la relation vue plus haut, qui lie l’adjoint de Pontryagin au gradient de la fonction
valeur, n’est-elle valable qu’au sein d’un champ re´gulier de trajectoires optimales.
– si la fonction x 7→ f(x,u) pre´sente une discontinuite´, le principe du maximum ne s’ap-
plique pas (nous verrons que telle situation est inhe´rente aux jeux diffe´rentiels) car elle
induit une discontinuite´ sur l’adjoint.
– pour franchir (en temps retrograde) ces e´ventuelles discontinuite´s, nous pro-
ce´derons a` une technique de synthe`se via les courbes de Pontryagin, depuis
la varie´te´ terminale. Chaque fois qu’une telle discontinuite´ apparaˆıtra, il nous
faudra en premier lieu la caracte´riser explicitement, pour en faire notre nou-
velle varie´te´ terminale. Les conditions aux bords seront quant a` elles em-
prunte´es aux conditions de raccordement de l’approche HJB (la diffe´rence
des gradients est normale a` la varie´te´).
Mais avant de passer aux jeux diffe´rentiels, disons quelques mots au sujet des proble`mes a`
temps d’arreˆt libre, puisqu’il en sera question par la suite.
1.2.6 Une note succincte sur les proble`mes a` temps d’arreˆt libre
Conservons notre dynamique (1.7) mais conside´rons a` pre´sent le crite`re suivant :
J(ξ,u(·),θ) =
∫ θ
0
L(x(t),u(t))e−αtdt+K(x(θ))e−αθ , (1.17)
ou` θ sera dore´navant une variable de de´cision. Nul obstacle n’entrave notre route ; il s’agit ici
de mettre un terme a` la dynamique au moment opportun.
Appelons valeur du proble`me la quantite´ suivante :
V (ξ) = sup
(u(·)∈U , θ≥0)
J(ξ, u(·),θ) . (1.18)
12. C’est la forme que prend dans le the´ore`me de Pontryagin la condition de raccordement d’Erdmann-
Weierstrass.
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Aussi dirons-nous que toute paire
(u?(·), θ?) ∈ arg sup
(u(·)∈U , θ≥0)
J(ξ, u(·),θ)
est une solution du proble`me e´nonce´ par les e´quations (1.7), (1.17) et (1.18) ; appelons le Qξ.
The´ore`me 1.21 Pour la famille de proble`mes (Qξ), le principe de programmation dynamique
s’e´nonce comme suit : ∀τ > 0,
V (ξ) = sup
(u(·)∈U , θ≥0)
[∫ τ∧θ
0
L(x(t),u(t))e−αtdt+
{
e−ατV (x(τ)) si τ < θ ,
e−αθK(x(θ)) sinon .
]
. (1.19)
L’e´quation de Hamilton-Jacobi-Bellman qui en re´sulte est dite ine´quation variationnelle,
par analogie avec les proble`mes de contact en me´canique :
∀x ∈ Rn , min[αV (x)− sup
u∈U
H(x,u,∇V (x)) , V (x)−K(x)] = 0 .
Quant au principe du maximum de Pontryagin, il reste inchange´, a` ceci pre`s qu’il faut au
pre´alable caracte´riser la varie´te´ C sur laquelle s’arreˆter. On sait que θ? est tel que
∂J
∂θ
(ξ,u(·),θ?) = 0 ,
pourvu que J soit diffe´rentiable le long de la trajectoire optimale, ce que nous admettrons ici.
Une condition ne´cessaire pour s’arreˆter est que
αK(x) = L(x,u) + 〈∇K(x),f(x,u)〉 .
Par conse´quent, il est clair qu’une fois la varie´te´ terminale C obtenue d’apre`s la relation ci-
dessus (cela ne´cessite de caracte´riser, au cas par cas, la commande finale), il suffit d’appliquer
le principe du maximum (The´ore`me (1.19)) en prenant ν nul (c’est la particularite´ associe´e
au temps d’arreˆt libre).
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Les re´sultats de cette section font l’objet de l’article [64].
Typiquement, on appelle jeu diffe´rentiel [82, 22] a` deux joueurs le proble`me suivant, ou` la
dynamique est bi-commande´e et dans lequel chacun des protagonistes a son inte´reˆt propre.
On conside`re la dynamique suivante :
x˙ = f(x,u,v) , x(0) = ξ . (1.20)
Admettons que les commandes u et v appartiennent aux compacts U et V respectivement.
Aussi avons-nous besoin que les commandes u(·) ∈ U (resp. v(·) ∈ V), l’ensemble des fonctions
mesurables de R vers U (resp. V).
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Posons :
T = inf{t | x(t) ∈ O } , (1.21)
ou` O ⊂ Rn est un sous-ensemble ferme´ de l’espace d’e´tat.
Chaque joueur a pour objectif de maximiser son crite`re propre et est indiffe´rent a` celui de
l’autre : pour chaque i ∈ {1, 2},
Ji(ξ,u(·),v(·)) =
∫ T
0
`i(x(t),u(t),v(t))dt+Ki(x(T )) , (1.22)
ou` x(·) est donne´ par (1.20). Les fonctions f et `i sont suppose´es satisfaire les proprie´te´s
de re´gularite´ et de croissance standard, qui garantissent l’existence et l’unicite´ des trajectoires
et des paiements engendre´s.
Notre concept de solution est l’e´quilibre de Nash (cf. De´finition 1.5), en strate´gies de
re´troaction sur l’e´tat. Afin de manipuler ce type de strate´gie, nous e´tendons le formalisme
propose´ par Bernhard [11, 12] aux jeux a` somme non-nulle. Appelons φ(x) et ψ(x) les strate´gies
des joueurs 1 et 2 respectivement ; ce sont des applications de Rn vers U et V, respectivement.
Pourvu que (1.20) ait une solution unique, nous adopterons comme notation J1(ξ,φ,v(·)) pour
signifier le paiement qu’obtient le joueur 1 s’il re´troagit sur l’e´tat selon u(t) = φ(x(t)) face a`
un compagnon de jeu qui adopte une loi de commande en boucle ouverte v(t).
Toujours selon le formalisme de Bernhard [12], nous nous proposons d’exhiber une paire
d’applications (φ?,ψ?) telle que, d’une part, l’e´quation (1.20) prise avec u = φ?(x) et v = ψ?(x)
ait une unique solution pour tout ξ (nous dirons que Ji(ξ,φ?,ψ?) est bien de´fini) ; aussi faut-il
que J1(ξ,u(·),ψ?) et J2(ξ,φ?,v(·)) soient bien de´finis pour toute commande u(·) ∈ U et v(·) ∈ V,
respectivement. D’autre part, la paire (φ?,ψ?) se doit de satisfaire la paire d’ine´galite´s de Nash
suivante : si pour tout ξ, on a{
∀u(·) ∈ U , J1(ξ,u(·),ψ?) ≤ J1(ξ,φ?,ψ?) ,
∀v(·) ∈ V , J2(ξ,φ?,v(·)) ≤ J2(ξ,φ?,ψ?) ,
alors la paire (φ?,ψ?) constitue un e´quilibre de Nash sur toute paire d’ensembles de strate´gies
de re´troaction sur l’e´tat qui contient (φ?,ψ?) et satisfait les axiomes d’admissibilite´ de Bernhard
[12]. Appelons Vi la fonction valeur associe´e au joueur i : pour i = 1,2,
Vi(ξ) = Ji(ξ,φ?,ψ?) . (1.23)
D’apre`s la Section 1.2.4, nous savons que chaque strate´gie de re´troaction se construit selon
l’une des e´quations HJB suivantes : φ? de´coule de{
∀x ∈ O , V1(x) = K1(x) et ∀x /∈ O ,
0 = maxu∈U{〈∇V1(x),f(x,u,ψ?(x))〉+ `1(x,u,ψ?(x))}
, (1.24)
et ψ? provient de {
∀x ∈ O , V2(x) = K2(x) et ∀x /∈ O ,
0 = maxv∈V{〈∇V2(x),f(x,φ?(x),v)〉+ `2(x,φ?(x),v)}
. (1.25)
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Cependant, il est clair que l’on n’obtient pas l’une sans avoir l’autre : nous sommes face
a` deux e´quations HJB couple´es, que nous appellerons e´quations d’Isaacs 13. Or aucune the´o-
rie des caracte´ristiques n’est disponible, en ge´ne´ral, dans une telle situation, pas plus qu’un
quelconque the´ore`me d’existence.
Ne´anmoins, montrons qu’il est possible de de´coupler ces e´quations sous quelques hypo-
the`ses que nous nous appreˆtons a` e´noncer.
Le me´canisme de de´couplage des e´quations d’Isaacs ne sera pas sans rappeler
le the´ore`me d’e´galisation de la the´orie des jeux classique et nous verrons que
son interpre´tation la plus pertinente fait appel a` la notion de strate´gie mixte en
jeux diffe´rentiels, laquelle notion n’aura alors plus rien a` envier a` celle des jeux
statiques.
1.3.1 Un cas de de´couplage des e´quations d’Isaacs : une solution bi-singulie`re
Supposons que u et v soient scalaires et que f ainsi que les `i soient affines en u et v, de
sorte que nous puissions e´crire, pour i = 1 ,2,
f(x,u,v) = A(x) +B(x)u+ C(x)v +D(x)uv ,
`i(x,u,v) = pi(x) + qi(x)u+ ri(x)v + si(x)uv .
(1.26)
Posons, pour i = 1, 2,
λi(x) = ∇Vi(x) ,
ou` Vi est de´finie en (1.23), ainsi que
Hi(x,λi,u,v) = 〈λi(x),f(x,u,v)〉+ `i(x,u,v) ,
sans oublier
σ1(x,λ1,v) = ∂H1(x,λ1,u,v)/∂u et σ2(x,λ2,u) = ∂H2(x,λ2,u,v)/∂v .
De`s lors, exprimons les Hamiltoniens comme suit :
H1(x,λ1,u,v) = ρ1(x,λ1,v) + σ1(x,λ1,v)u ;
il en va de meˆme pour H2. Ainsi v intervient-elle line´airement dans ρ1 et σ1, de meˆme que
u dans ρ2 et σ2. Par la suite, nous omettrons la plupart du temps les de´pendances en x ; ce
pour plus de lisibilite´.
Introduisons, en vue d’un usage ulte´rieur, les conditions suivantes, pour i = 1, 2 , chacune
desquelles pourra ou non se voir satisfaite par la suite :
C1.i : 〈λi,A〉+ pi 6= 0 C2.i : 〈λi,B〉+ qi 6= 0
C3.i : 〈λi,C〉+ ri 6= 0 C4.i : 〈λi,D〉+ si 6= 0
(1.27)
13. c’est cependant a` Case que l’on doit leur apparition dans les jeux a` non-nulle [27].
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Nous sommes inte´resse´s par une solution bi-singulie`re ou, selon l’interpre´tation a` venir en
termes de the´orie des jeux classique, qui consiste en un e´quilibre en strate´gies mixtes.
Autrement dit, nous sommes inte´resse´s par une solution dans laquelle H1 et H2 sont
singuliers en u et v, respectivement. C’est-a`-dire que v annule H1 quelque soit u, de meˆme
que u annule H2 quelque soit v; d’ou` le de´couplage. Par conse´quent, les e´galite´s ρ1 = σ1 =
ρ2 = σ2 = 0 doivent se voir satisfaites. D’apre`s les e´quations (1.26), cela se traduit en
ρ1 = 〈λ1,A〉+ p1 + (〈λ1,C〉+ r1)v = 0 ,
σ1 = 〈λ1,B〉+ q1 + (〈λ1,D〉+ s1)v = 0 .
Il en va de meˆme pour ρ2 et σ2, mutatis mutandis. Ces deux paires d’e´quations ont chacune
une solution v, respectivement u, si et seulement si chacun des deux de´terminants suivants,
pour i = 1, 2 , est nul :
ζi(x,λi) = (〈λi,A〉+ pi)(〈λi,D〉+ si)− (〈λi,B〉+ qi)(〈λi,C〉+ ri) = 0 . (1.28)
Admettons que les conditions C4.i, i = 1, 2 , soient satisfaites. Alors nos deux protagonistes
peuvent jouer u = φ?(x) = φˆ(x,λ2(x)) et v = ψ?(x) = ψˆ(x,λ1(x)) tels que :
ψˆ(x,λ1) = −〈λ1,B〉+ q1〈λ1,D〉+ s1 , φˆ(x,λ2) = −
〈λ2,C〉+ r2
〈λ2,D〉+ s2 . (1.29)
Si tel n’est pas le cas, disons que C4.1 est viole´e, alors l’e´quation ζi = 0 implique que C2.i ou
C3.i l’est aussi. S’il s’agit de C3.i, il n’existe pas de solution singulie`re dans notre proble`me.
Sinon, on peut prendre pour applications
ψˆ(x,λ1) = −〈λ1,A〉+ p1〈λ1,C〉+ r1 , φˆ(x,λ2) = −
〈λ2,A〉+ p2
〈λ2,B〉+ q2 ,
lesquelles co¨ıncident avec les pre´ce´dentes, pour peu qu’elles soient de´finies.
De`s lors, les e´quations d’Isaacs (1.24) et (1.25) se de´couplent pour donner les deux e´qua-
tions aux de´rive´es partielles (EDP) suivantes : pour i = 1, 2 ,{
∀x ∈ O , Vi(x) = Ki(x) ,
∀x /∈ O , ζi(x,∇Vi(x)) = 0 .
(1.30)
Remarquons au travers de l’e´quation (1.28) que si x est scalaire, alors chaque “adjoint”
λi = ∇Vi est solution d’une e´quation de degre´ deux, tout au plus. Sinon, on peut tenter de
re´soudre ces EDP via leurs courbes caracte´ristiques [26] x1(s) et x2(s) 14 obtenues d’apre`s
dxi
ds
= ∇λiζi ,
dλi
ds
= −∇xζi .
Notons que les courbes caracte´ristiques n’ont ici aucune raison de co¨ıncider avec
les trajectoires du jeu.
14. l’indice de´signe un champ de courbes caracte´ristiques, et non une coordonne´e.
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Une fois les adjoints candidats obtenus, il reste a` s’assurer que l’une des conditions C3.i ou
C4.i est satisfaite, de sorte que l’on puisse de´terminer une paire de strate´gies en e´quilibre. Si
tel est le cas, encore faut-il ve´rifier qu’elles soient admissibles : c.a`.d.
– qu’elles prennent bien leurs valeurs dans U et V respectivement
– et qu’elles soient suffisamment re´gulie`res pour que l’on ait les proprie´te´s d’existence et
d’unicite´ portant sur l’e´quation (1.20).
Si tel est toujours le cas, il s’agit bel et bien d’un e´quilibre de Nash en re´troaction sur l’e´tat.
1.3.2 Des strate´gies mixtes a` la biline´arite´
Admettons a` pre´sent que les de´cisions des joueurs sont u,v ∈ {0,1}. E´crivons fuv(x) =
f(x,u,v) et la dynamique s’e´crit alors
x˙ = (1− u)(1− v)f00(x) + (1− u)vf01(x) (1.31)
+ u(1− v)f10(x) + uvf11(x) .
Aussi, e´crivons `iuv(x) = `
i(x,u,v) ; ` peut alors s’exprimer ainsi :
`i(x,u,v)=(1− v)(1− u)`i00(x) + (1− u)v`i01
+ u(1− v)`i10 + uv`i11(x).
Tout comme Elliott, Kalton et Markus [50] ainsi que, dans une certaine mesure, Krasovskii
et Subbotin [89], nous identifierons le concept de strate´gie mixte 15 en the´orie des jeux classique
avec celui de commande relaˆche´e selon Warga [165]. Dans un cadre dynamique, ce peut eˆtre vu
tel la limite d’un va-et-vient tre`s haute fre´quence entre les deux commandes (pures) autorise´es,
pourvu qu’il soit spe´cifie´ que les deux processus ne puissent eˆtre synchronise´s. Ainsi soient u
et v ∈ [0,1] les espe´rances mathe´matiques de u et v respectivement (la line´arite´ nous autorise
a` prendre l’espe´rance sur les de´cisions plutoˆt que sur f et les `i).
La relation entre ces notations et les pre´ce´dentes (1.26) est donne´e par∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A = f00 ,
B = f10 − f00 ,
C = f01 − f00 ,
D = f11 − f10 − f01 + f00 ,
et pour i = 1, 2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
pi = `i00 ,
qi = `i10 − `i00 ,
ri = `i01 − `i00 ,
si = `i11 − `i10 − `i01 + `i00 .
1.3.3 Un exemple inspire´ de l’E´cologie du comportement
Investir du temps, de l’e´nergie et prendre des risques pour nourrir un jeune a un couˆt
en terme de succe`s reproducteur. En effet, partir a` la recherche de nourriture spe´cifiquement
destine´e au jeune est susceptible de mettre en jeu la survie (risque de pre´dation) et donc la
reproduction future de l’animal. Aussi le temps investi aupre`s du jeune est-il autant de temps
15. qui fait intervenir le hasard a` chaque de´cision afin de se rendre impre´dictible, mais pas n’importe comment.
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que l’on aurait pu investir en recherche de nouveaux partenaires, et accroˆıtre ainsi son succe`s
reproducteur. Chez les espe`ces dans lesquelles les deux parents contribuent aux soins parentaux
(la plupart des oiseaux) il y donc un conflit d’inte´reˆt entre le maˆle et la femelle ; chacun
appre´cierait que l’autre se chargeaˆt des soins parentaux [33, 80]. Aussi serait-il inte´ressant
de comprendre pour quelle raison la charge repose parfois sur un seul des partenaires, en
l’occurrence la femelle chez la plupart des mammife`res et des arthropodes, tandis que la
situation est inverse´e parmi quelques espe`ces de poissons.
Cette situation est traite´e telle un jeu diffe´rentiel a` somme non nulle dans l’article [52].
Ses auteurs sont inte´resse´s par un e´quilibre de Nash syme´trique dans un jeu syme´trique 16
(rien, hormis cette appellation, ne distingue le maˆle de la femelle). De plus, dans ce mode`le
une absence totale de soin n’affecte pas le bien-eˆtre du jeune, qui est invariant le cas e´che´ant.
Enfin, l’horizon temporel de leur jeu est fixe et correspond a` la fin de la saison de reproduction.
Il en re´sulte que les parents devraient fournir un effort croissant tout au long de la saison.
Bien qu’il soit effectivement pertinent, du point de vue de la biologie, de conside´rer une
limite temporelle a` ce jeu, notre ambition se restreint ici a` fournir un exemple aussi simple que
possible de de´couplage d’e´quations d’Isaacs stationnaires 17. Ainsi conside´rerons-nous que le
jeu se termine lorsque le de´veloppement du jeune atteint un certain stade. Nous avons a` l’esprit
un oisillon pour lequel deux de´nouements sont possibles : soit ses parents lui ont accorde´ assez
d’attention pour qu’il devienne apte au vol, soit il est condamne´.
Admettons que les deux parents aient initialement investi dans la production d’un jeune
et que son bien-eˆtre initial, disons son poids, est x(0) = ξ > 0. Si aucun parent ne s’occupe
du jeune, son bien-eˆtre x de´croˆıt a` une vitesse δ(x) > 0. Prendre soin du jeune requiert un
effort dont le couˆt en terme de succe`s reproducteur est de (x) > 0 par unite´ de temps, pour
chaque parent. Ne´anmoins, nous admettons que les parents puissent se distinguer par leur
aptitude a` accroˆıtre le bien-eˆtre du jeune, αi(x). Admettons que ∀x , α1(x) > α2(x) > 0. Si
les deux parents s’occupent pleinement du jeune, son bien-eˆtre croˆıt a` une vitesse γ(x) telle
que ∀x , γ(x) > α1(x). Les fonctions α1(·), α2(·), γ(·), δ(·) et (·) sont toutes admises eˆtre de
classe C1. Le jeu ne peut prendre fin que dans deux situations :
– soit x = 0 et le jeune meurt par manque de soin,
– soit x = Ξ > ξ et son bien-eˆtre atteint un niveau suffisant pour lui permettre de voler
de ses propres ailes.
Enfin, attribuons un paiement de´favorableN (par exemple ze´ro) aux parents si le jeu s’e´ternise.
Ainsi avons-nous O = {0,Ξ}, x ∈ (0,Ξ), u,v ∈ [0,1], pour i = 1, 2 , Ki(x) = x(T ) et
f00(x) = −δ(x), `100(x) = 0, `200(x) = 0,
f01(x) = α2(x), `101(x) = 0, `
2
01(x) = −(x),
f10(x) = α1(x), `110(x) = −(x), `210(x) = 0,
f11(x) = γ(x), `111(x) = −(x), `211(x) = −(x).
16. si l’on se restreint a` la recherche d’un e´quilibre de Nash syme´trique dans un jeu posse´dant une certaine
syme´trie, il est possible d’accoupler les e´quations d’Isaacs car elles deviennent en quelque sorte jumelles.
17. Ne´anmoins, tout jeu peut-eˆtre maquille´ comme stationnaire via une augmentation de l’e´tat par le temps.
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Il vient 18 :
A = −δ p1 = 0, p2 = 0,
B = α1 + δ, q1 = −, q2 = 0,
C = α2 + δ, r1 = 0, r2 = −,
D = γ − α1 − α2 − δ, s1 = 0, s2 = 0.
Puisque ∀i ∈ {1,2} ,pisi−qiri = 0, ζ1 = 0 et ζ2 = 0 (cf. e´quation 1.28) donnent respectivement
λ1 =
(α2 + δ)
γδ + α1α2
et λ2 =
(α1 + δ)
γδ + α1α2
.
D’ou`, d’apre`s l’e´quation (1.29),
ψ?(x) =
δ(x)
α2(x) + δ(x)
et φ?(x) =
δ(x)
α1(x) + δ(x)
. (1.32)
Ces commandes sont bien admissibles, comprises entre 0 et 1. En outre, elles ne de´pendent
pas de . Ne´anmoins, on s’attend a` ce qu’aucun ne fournisse quelque effort pour un couˆt 
suffisamment e´leve´. De´terminons donc dans quelles circonstances de´serter le nid serait optimal,
disons pour le joueur 1.
Tout d’abord, remarquons que f(x,u,ψ?) ≥ 0 (d’apre`s (1.26), ou (1.31)) avec e´galite´ exclu-
sivement pour u = 0. Par conse´quent, la trajectoire gouverne´e par (u(·),ψ?) ne peut atteindre
x = 0. Admettons que u(·) est telle que le jeu se termine en x(T ) = Ξ. Il vient
J1(ξ,u(·),ψ?) = x(T )−
∫ T
0
(x(t))u(t)dt .
Aussi, la dynamique prise avec v = ψ?(x) peut eˆtre e´crite
dx =
[
(α1 + δ) +
δ
α2 + δ
(γ − α1 − α2 − δ)
]
u dt ,
de sorte que l’on obtient apre`s changement de variable
J1(ξ,u(·),ψ?) = Ξ−
∫ Ξ
ξ
(α2 + δ)
γδ + α1α2
dx .
On constate que ψ? e´galise le paiement du joueur 1 face a` toute commande qui fait
que le jeu ait une fin.
Revenons a` notre oisillon ; le joueur 1 choisira de de´serter le nid plutoˆt que de jouer (φ?,ψ?)
si
N ≥ Ξ−
∫ Ξ
ξ
(α2 + δ)
γδ + α1α2
dx , (1.33)
ou` N fut de´fini comme le paiement que rec¸oivent les joueurs si le jeu s’e´ternise. Nous obtenons
par syme´trie, mutatis mutandis, la re`gle de de´sertion du joueur 2. Remarquons que si φ? et
ψ? ne de´pendent pas de α2 et α1 respectivement, la de´cision de de´serter ou non en de´pend,
elle, bel et bien. Si personne ne de´serte, l’e´quilibre de Nash ici conside´re´ consiste, pour chaque
parent, a` investir l’effort qui, si fourni seul, stabilise (x˙ = f(x,φ?,0) = f(x,0,ψ?) = 0) le
bien-eˆtre du jeune. Ainsi, a` l’e´quilibre de Nash ici conside´re´, sa trajectoire atteint-elle Ξ (on
a x˙ = f(x,φ?,ψ?) > 0).
18. nous omettrons parfois les de´pendances en x dans un souci de lisibilite´.
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Implications biologiques
Tout d’abord, remarquons que c’est le parent le plus apte a` accroˆıtre le bien-eˆtre du jeune
qui en fait le moins en de´finitive (cf. e´quation 1.32).
Supposons, afin d’alle´ger l’analyse qui suit, que δ, α1, α2, γ,  soient des constantes inde´-
pendantes de x. Posons en outre N = 0.
D’une part, on constate que jouer (φ?,ψ?) ne peut qu’eˆtre pre´fe´rable a` s’occuper seul du
jeune. En effet, si on, disons le joueur 1, de´cide se s’occuper seul du jeune, il s’agit pour lui
de re´aliser :∫ T
0
[(δ + α1)u(t)− δ]dt = Ξ− ξ , =⇒ (δ + α1)
∫ T
0
u(t) dt = Ξ− ξ + δT .
Son paiement est donc
J1 = Ξ− 
δ + α1
(Ξ− ξ + δT ) ,
lequel est de´croissant en T . Ainsi devrait-il s’e´vertuer a` minimiser T , ou fournir le plein
effort u = 1 jusqu’a` ce que le jeune atteigne maturite´. Appelons le paiement qui en re´sulte
pi1 := J1(ξ,1,0). Si son partenaire joue ψ?, il obtient un paiement pi2 := J1(ξ,1,ψ?), force´ment
meilleur que s’il n’avait pu compter que sur lui-meˆme : pi2 > pi1. Or, face a` ψ?, par e´galisation,
il aurait tout aussi bien pu jouer φ?, il aurait obtenu le meˆme paiement pi2. Ainsi eˆtre en
couple et jouer Nash est bien toujours pre´fe´rable a` se retrouver seul.
D’autre part, la re`gle de de´sertion du joueur 1 (1.34) devient
Z1 :=
(α2 + δ)
γδ + α1α2
≤ Ξ
Ξ− ξ . (1.34)
Ainsi la propension a` de´serter est-elle bien croissante en . Puisque α2 < α1, il s’en suit
que le joueur 2, moins doue´, aura une plus grande propension a` de´serter que le joueur 1.
Ainsi la question suivante se pose-t-elle : ne pourrait-il pas, afin de pre´venir la de´sertion de
son partenaire, faire une meilleure offre? Il se trouve que non, puisqu’il fournit pre´cise´ment
l’effort le plus grand qu’il puisse fournir s’il tient a` ce que son partenaire participe. Puisque
cet effort stabilise le bien-eˆtre du jeune quel que soit son niveau de de´veloppement x, un effort
strictement plus grand pour tout x ame`nerait le jeune a` maturite´ en temps fini de par la
seule action d’un parent. Temps certes fini, mais illimite´ par quelque horizon temporel dans
ce premier mode`le. Nous travaillons actuellement sur un mode`le a` horizon fini, plus pertinent.
Notre objectif est maintenant de de´terminer comment varie cette propension a` de´serter
selon l’aptitude α2 du partenaire. Puisque le re´sultat de l’action conjointe des deux parents
de´pend tout de meˆme de leurs aptitudes propres, posons
γ := α1 + α2 + δ + σ ,
ou` δ + σ est le gain commun que l’on obtient a` allier ses efforts (nous verrons que cet effet de
synergie sera caracte´rise´ par le parame`tre nouvellement introduit σ). Vient
∂Z1
∂α2
=
δσ
(δγ + α1α2)2
.
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Ainsi l’aspect qualitatif que prend la propension a` de´serter telle une fonction de l’aptitude
α2 du partenaire est-il caracte´rise´ par le signe de σ :
– si σ < 0, la propension a` de´serter de´croˆıt quand l’aptitude du partenaire croˆıt ; un parte-
naire de moindre aptitude fournira certes plus d’efforts, mais pas assez pour compenser
son handicap face a` d’autres partenaires potentiels plus doue´s.
– si σ = 0, la propension a` de´serter est insensible a` l’aptitude du partenaire ; prendre
γ = α1 + α2 + δ de´couple les contributions de chacun des parents a` l’accroissement du
bien eˆtre du jeune, auquel cas, a` l’e´quilibre de Nash ici conside´re´, la contribution du
partenaire est ψ?(δ + α2) = δ, inde´pendante de son aptitude α2.
– si σ > 0, la propension a` de´serter de´croˆıt quand l’aptitude du partenaire de´croˆıt ; cette
fois le gain que l’on obtient a` allier ses efforts est tel que l’on pre´fe`re un partenaire de
moindre aptitude mais plus souvent pre´sent au foyer a` un partenaire plus efficace mais
toujours en vadrouille.
S’il fallait une moralite´ a` cette fable, nous retiendrions qu’un lourdaud peut bel et bien
passer pour galant, via un effet de synergie. Serait-ce une explication plausible du paradoxe
du handicap 19?
19. le fait que les femelles pre´fe`rent les paons a` long appendice caudal, les cerfs a` bois proe´minents, les crabes
violonistes etc. Fisher [54] y vut le re´sultat d’un processus emballe´ et Zahavi [167] un signal honneˆte (sensu
[85]), car couˆteux, de bonne aptitude a` la reproduction. On parle de nos jours de processus de Fisher-Zahavi
[88].
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Parmi toutes les facettes que pre´sente l’E´cologie du comportement (la se´lection sexuelle,
les soins parentaux, le comportement social, les signaux et communication, etc.) il en est une
qui nous inte´ressera tout particulie`rement ; il s’agit de la cueillette, ou l’art de s’approprier les
ressources qu’offre un environnement donne´. Ce peuvent eˆtre de la nourriture, des hoˆtes, ou
meˆme des partenaires sexuels, de sorte que ‘papillonner’ aurait pu eˆtre une bonne traduction
pour ‘foraging’ [139]. Notons que sur de nombreuses sce`nes e´cologiques, ces ressources sont
distribue´es en agre´gats de qualite´ variable dans l’environnement. Quand il s’agit d’hoˆtes ou
de partenaires sexuels, le lien avec le succe`s reproducteur est imme´diat. S’il est question de
ressources vitales, il faut alors mentionner qu’a` la reproduction, est ne´cessaire la survie. De
l’efficacite´ a` s’approvisionner en nourriture de´pend la survie, parfois de fac¸on critique. Or chez
de nombreuses espe`ces, c’est principalement la survie qui conditionne la reproduction [76, 79].
Typiquement, la the´orie de la cueillette s’inte´resse a` la gestion qu’un animal fait de son
temps, compose´ de phases de recherche et d’exploitation d’agre´gats de ressources. Prenons
l’exemple de´sormais classique [158] du cueilleur de champignons, illustre´ en Figure 2.1. Sup-
posons que notre cueilleur ait de´couvert un bosquet des plus abondants. Dans un premier
temps, la cueillette bat son plein et il en jouit pleinement. Puis, ine´vitablement, le stock de
champignons vient a` s’amoindrir. Son rythme de cueillette, de`s lors moins captivant, l’ame`ne a
conside´rer l’opportunite´ d’un de´part. Faut-il s’en aller de suite en queˆte d’un bosquet meilleur?
Faut-il, au contraire, honorer plus encore tel pre´sent de la Nature? Nul ne sait combien de
temps se sera e´coule´ avant que l’on n’ait de´couvert un nouveau bosquet, et quelle sera alors
sa qualite´.
2.1 Synopsis
Cette question fut initialement pose´e par des pre´curseurs tels que MacArthur
[96, 51] et nous verrons en Section 2.2 comment Charnov [29] y re´pond. Pour
re´sumer, Charnov fait du temps de de´couverte du prochain agre´gat ainsi que de sa qualite´ des
variables ale´atoires (inde´pendantes) de distributions donne´es, invariante au cours des temps
e´volutifs et e´cologiques. Il s’agit de de´terminer une politique stationnaire qui alloue un temps
donne´ a` un agre´gat de qualite´ donne´e. Ceci afin de maximiser la quantite´ espe´re´e de ressource
acquise sur le temps investi espe´re´, qui comprend a` la fois le temps voyage inter-agre´gat et le
temps alloue´ a` l’agre´gat de´couvert, selon sa qualite´.
Pour autant, le cueilleur n’est la plupart du temps pas seul a` convoiter ces ressources.
Or le fait que l’on puisse eˆtre amene´ a` partager sa de´couverte avec des concurrents e´ventuels
constitue vraisemblablement un e´le´ment a` prendre en compte dans une strate´gie de cueillette.
Il s’agit par conse´quent de re´soudre un jeu. Ceci est l’objet de de la suite de ce chapitre
et constitue notre contribution (cf. articles [13, 65, 67]).
Au pre´alable (Section 2.3), nous introduisons un mode`le de cueillette intra-agre´gat plus
explicite que celui qui a e´te´ pre´sente´ au travers de notre description de l’approche de Charnov
(Section 2.2). Ce mode`le nous suivra tout au long de ce manuscrit. Initialement conc¸u pour
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un joueur, il sera rapidement e´tendu a` plusieurs joueurs et sera l’objet de variations selon
l’aspect que prendra la compe´tition, jusqu’a` sa forme ultime : le superparasitisme, que nous
aborderons au Chapitre 3.
Nous avons a` l’esprit un environnement dans lequel une multitude de cueilleurs inde´pen-
dants e´volue librement en queˆte d’une ressource distribue´e sous forme d’agre´gats e´pars dans
l’environnement. Nous prenons le point de vue d’un cueilleur qui exploite un agre´gat suscep-
tible d’accueillir d’autres cueilleurs selon un processus de Poisson.
En premier lieu (Section 2.4), la compe´tition intervient uniquement de par le fait que la
ressource s’e´puise a` une vitesse d’autant plus grande que le nombre de cueilleurs pre´sents sur
l’agre´gat est grand. Le roˆle qu’a tenu l’espe´rance de la qualite´ d’un agre´gat dans la politique
initiale (a` un joueur) de Charnov (Section 2.2), couple´e a` notre mode`le plus explicite (Section
2.3), c’est cette fois l’espe´rance de ‘la qualite´ d’un agre´gat sur le nombre total de visiteurs
qu’il aura compte´’ qui le joue. Cependant, cette dernie`re quantite´ de´pend elle-meˆme de la
politique optimale, sauf sous certaines hypothe`ses, qui de´tiennent nous semble-t-il leur part
de pertinence pour des animaux qui cueillent en groupe. Ceci fait l’objet d’une digression,
Section 2.4.2. Ainsi caracte´risons-nous la perte d’efficacite´ per capita due au fait d’eˆtre en
groupe plutoˆt que seul, sans qu’aucun avantage ne soit pris en compte par ailleurs. Cette
dernie`re se re´ve´le d’autant plus faible que les phases de recherches sont courtes par rapport au
phases d’exploitation, tant au plan local (temporalite´ intra-agre´gat) que global (temporalite´
inter-agre´gats). De retour au proble`me initial (Section 2.4.3), qui conside`re une multitude de
cueilleurs inde´pendants, nous tentons d’obtenir une forme close de l’espe´rance de ‘la qualite´
d’un agre´gat sur le nombre de visiteurs total qu’il aura compte´’. Nous l’obtenons, mais sans
qu’elle ne nous permette d’obtenir quelque pre´diction visible a` l’œil nu. On s’assure cependant
nume´riquement que ce mode`le constitue bien une suite logique du mode`le initial de Charnov.
Enfin, nous montrons que la fre´quentation des agre´gats qui en re´sulte, telle une fonction de
leur qualite´, n’est pas homoge`ne mais biaise´e en faveur des agre´gats de qualite´ moindre (un
agre´gat de qualite´ double n’accueille pas deux fois plus de cueilleurs), ce qui semble aller dans
le sens des observations.
Dans un second temps (Section 2.5), nous introduisons de l’interfe´rence dans le mode`le,
c.a`.d. le fait que le rythme de cueillette se voie amoindri par la pre´sence de compe´titeurs. Le jeu
se traduit alors en une se´quence de guerre d’usures [102] a` temps d’arreˆt ale´atoire (ici provoque´
par l’arrive´e e´ventuelle d’un nouveau joueur). Ce jeu e´le´mentaire se trouve re´solu en Annexe
C. Sous quelque condition qui s’ave`re ve´rifie´e de par notre mode`le de cueillette, la solution est
inde´pendante de la distribution de probabilite´ du temps d’arreˆt. Par conse´quent, la solution
du jeu de cueillette asynchrone (avec arrive´es Poissonniennes), exprime´e telle une strate´gie en
boucle-ferme´e sur le nombre de cueilleurs pre´sents, co¨ıncide avec celle du jeu synchrone, bien
connu de la litte´rature [135]. Enfin, nous discutons de la pertinence biologique du mode`le, en
particulier au sujet de la variabilite´ ge´ne´tique en terme de susceptibilite´ a` l’interfe´rence qui
fut observe´e chez les femelles parasito¨ıdes Trissolcus basalis, par les auteurs de l’article [161].
Enfin (Section 2.6), nous oublions cet aspect particulier de la compe´tition qu’est l’interfe´-
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rence, pour nous focaliser sur une autre re´alite´ : le fait que bien souvent, les ressources sont,
au sein de l’agre´gat, de profitabilite´ variable, et qu’il s’agit ainsi d’inclure dans le mode`le une
politique de se´lection des ressources, en plus de celle de gestion du temps. Premie`rement
(Section 2.6.1), nous “revisitons” le proble`me classique de se´lection de ressources
qui s’adresse a` un cueilleur isole´ (non assujetti a` compe´tition). En re´sulte une po-
litique de type tout-ou-rien : une ressource devrait eˆtre soit syste´matiquement rejete´e, soit
syste´matiquement accepte´e. Or cette re`gle apparaˆıt plus eˆtre une exception puisque des pre´fe´-
rences dites partielles sont commune´ment observe´e chez de nombreuses espe`ces. Ainsi surgit la
question de la robustesse de ce mode`le quant a` l’incertitude sur le temps dont on dispose pour
jouir de l’agre´gat avant qu’un e´ve`nement perturbateur ne se produise. Nous entendons par la`
quelque e´ve`nement qui affecterait le gain de notre cueilleur au regard de ce qu’il obtiendrait
en disposant des ressources de l’agre´gat aussi longtemps qu’il le souhaite. Par exemple, la pre´-
sence soudaine d’un pre´dateur ne lui laisserait d’autre choix que la fuite. De meˆme, l’arrive´e
innopine´e d’un conspe´cifique le priverait sans nul doute de bonnes ressources, qu’il aurait pu
tenter de s’approprier auparavant, quitte a` consacrer plus de temps a` leur se´lection parmi
d’autres, moins inte´ressantes. Par la prise en compte de la survenue potentiellement immi-
nente d’un e´ve`nement perturbateur, nous montrons que la politique tout-ou-rien classique ne
pre´vaut plus. Qualitativement, la strate´gie de cueillette optimale est proche de, mais moins
gourmande que, la politique qui re´sulte du jeu dans lequel les cueilleurs sont en compe´tition
directe pour ces ressources (que nous aurons revisite´ lui aussi). Elle consiste a` se focaliser sur
la meilleure ressource jusqu’a` ce son abondance ait de´cru a` niveau donne´, en dec¸a` duquel il
s’agit d’accepter toute ressource valable, bonne ou moins bonne. Ceci aura consistue´ notre
contribution (cf. article [66]).
2.2 De l’optimalite´ d’une cueillette
Nous de´signerons par q ∈ R+ la qualite´, l’abondance, d’un agre´gat ; il s’agit d’une quantite´
de ressource. Faisons de la qualite´ du prochain agre´gat a` de´couvrir une variable ale´atoire q de
distribution cumule´e Q. Aussi, faisons du temps θ qui se sera e´coule´ en recherche d’un nouvel
agre´gat une variable ale´atoire de distribution connue, d’espe´rance θ¯. L’hypothe`se sous jacente
est que les distributions spatiale et qualitative des agre´gats sont stationnaires. En d’autres
termes, il n’y a pas d’e´puisement de la ressource a` l’e´chelle de l’environnement mais seulement
a` l’e´chelle locale, celle de l’agre´gat,
– soit parce que l’action de notre cueilleur seul est ne´gligeable,
– soit, lorsque l’on sera amene´ a` conside´rer une population de cueilleurs, parce que l’on
peut faire l’hypothe`se d’un processus de renouvellement ad hoc de la ressource.
Aussi, au travers du fait que l’on conside`re ces v.a. inde´pendantes, on suppose qu’il n’y a
aucune correlation entre la qualite´ d’un agre´gat et son degre´ d’isolement dans l’environnement.
Bien suˆr, ce sont des raccourcis de mode´lisation et ils constituent le socle des re´sultats a` venir.
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Fig. 2.1 – D’apre`s l’article [9].
Soit R(q,t) la quantite´ de ressource obtenue au bout d’un temps t consacre´ a` l’exploitation
d’un agre´gat de qualite´ q. Cette application se caracte´rise par les proprie´te´s suivantes :
– ∀q : R(q,0) = 0.
– ∀q : limt→∞R(q,t) = q.
– ∀q : t 7→ R(q,t) est continue, strictement croissante et strictement concave.
Le fait que R soit borne´e par {0,q} et croissante en t rele`ve du bon sens. Qu’elle soit continue
va de soi, de`s lors que l’on admet que la ressource vit dans un continuum. Ce peut eˆtre le cas
s’il s’agit d’un liquide. Sinon, c’est une me´taphore d’autant plus acceptable que la ressource est
e´graine´e. Quant a` la concavite´, elle capture le cœur du proble`me, ou le fait que le rythme
de cueillette de´croˆıt au fur et a` mesure que la ressource s’e´puise.
On admet que l’animal peut percevoir q et adapter son temps de re´sidence t(q) en conse´-
quence. L’objectif est de trouver un e´quilibre en terme de temps consacre´ a` chaque agre´gat,
selon sa qualite´. Charnov introduit donc l’ide´e de maximiser le rapport ‘quantite´ de ressource
acquise’ sur ‘temps investi’, appelons le γ :
γ? = max
t(·)
γ , ou` γ =
ER(q, t(q))
θ¯ + E t(q)
. (2.1)
Vient le the´ore`me fondamental de la the´orie de la cueillette optimale :
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The´ore`me 2.1 (Charnov) le t optimal est donne´ tel une fonction de q selon la re`gle suivante :
– si
∂R
∂t
(q, 0) ≤ γ?, alors t? = 0.
– sinon, t? est donne´ par
∂R
∂t
(q, t?) = γ?,
ou` γ? est obtenu en replac¸ant t? dans (2.1).
Preuve: Appelons Dγ la de´rive´e de Gaˆteaux par rapport a` la fonction t(·) de γ dans (2.1).
L’ine´galite´ d’Euler donne, pour tout δt tel que t? + δt soit admissible,
Dγ.δt =
1
θ¯ + E t?
∫
R+
[
∂R
∂t
(q, t?)− γ?
]
δt(q) dQ(q) ≤ 0 .
L’incre´ment δt peut prendre n’importe quel signe si t? est strictement positif, mais il doit eˆtre
positif si t? est nul. D’ou` le re´sultat.
Autrement dit, il est optimal de quitter un agre´gat lorsque le rythme de cueillette dR(q,t)/dt
tombe a` γ?, le meilleur rapport ‘quantite´ de ressource acquise’ sur ‘temps investi’ que l’on est
en droit d’espe´rer de cet environnement ; γ? refle`te ainsi la bonte´ de la Nature. Notons que
le cueilleur n’a en somme nul besoin de percevoir la qualite´ de l’agre´gat pour se
comporter de fac¸on optimale, pourvu qu’il soit a` meˆme de percevoir son rythme
de cueillette, auquel cas il lui suffit de s’y fier pour de´cider quand partir (il n’a plus
a` de´cider plus combien de temps allouer a` l’agre´gat de`s qu’il en connaˆıt la qualite´, a` supposer
qu’il la connaisse).
2.3 Un mode`le de cueillette
Cette section se propose d’illustrer le the´ore`me fondamental de la cueillette optimale a` la
lueur d’un mode`le plus explicite sur la dynamique de ressource intra-agre´gat. Il s’agit d’une
approximation continue de la the´orie discre`te pre´sente´e en Annexe A, dans laquelle l’agre´gat
est suppose´ explore´ de fac¸on ale´atoire par le cueilleur. On suppose toujours que la
ressource peut eˆtre vue telle un continuum.
2.3.1 Une cueillette hasardeuse
Introduisons une densite´ surfacique (ou volumique) de ressource D 1. Deux constantes de
temps entrent dans le mode`le :
– α : le temps de sondage, ou le temps requis pour explorer une unite´ d’aire susceptible de
contenir une quantite´ D de ressource, pourvu qu’elle n’ait de´ja` e´te´ visite´e.
– h : le temps de manipulation, ou le supple´ment de temps ne´cessaire a` l’exploitation
effective d’une ressource.
1. Par la suite, nous admettrons que l’unite´ d’aire est choisie telle que D = 1; on aurait pu faire de α le
temps requis pour sonder une unite´ de ressource, c’euˆt e´te´ e´quivalent.
2.3 Un mode`le de cueillette 51
Admettons qu’une proportion x de l’agre´gat soit productive, de telle sorte que l’aire da
produise une quantite´ dR = xDda de ressource, et que le temps ne´cessaire pour se l’approprier
soit dt = αda+ xDhda. Nous obtenons
R˙ = xD
α+ xDh
=: r(x) , (2.2)
ce qui n’est pas sans rappeler l’e´quation de Holling [74].
2.3.2 Une proprie´te´ cueillie du mode`le
Dans un premier temps, nous ne retiendrons de la Section 2.3.1 que le fait que le rythme
de cueillette ne de´pend que de la proportion de ressources disponibles (et non
de quelque valeur absolue p) : R˙ est suppose´ donne´ par une fonction r(x) connue continue,
strictement croissante et concave.
Soit p(t) la quantite´ de ressource offerte par l’agre´gat au temps t et posons x(t) := p(t)/q.
On a la dynamique d’accumulation de ressource R˙ = r(x), initialise´e en R(0) = 0. Ceci revient
a` exprimer la dynamique de la ressource intra-agre´gat ainsi :
p˙ = qx˙ = −R˙ = −r(x) , x(0) = 1 . (2.3)
Introduisons la solution χ(t) de l’e´quation diffe´rentielle :
χ˙ = −r(χ) , χ(0) = 1 . (2.4)
The´ore`me 2.2 Les e´quations (2.3) et (2.4) donnent
x(t) = χ(t/q) , d’ou` R(q, t) = q
[
1− χ
(
t
q
)]
. (2.5)
Afin d’illustrer le caracte`re homoge`ne de R, ou le fait que R(λq,λt) = λR(q,t), imaginons
que le cueilleur de´couvre un agre´gat de´ja` entame´ par un pre´de´cesseur. La dynamique reste
(2.2), mais est cette fois initialise´e a` x(0) = x0 < 1. La quantite´ de ressource collecte´e au bout
d’un temps t est alors R(q, t, x0) = p(0)−p(t) = q[x0−x(t)]. La Figure 2.2 pre´sente comment
construire graphiquement R a` partir d’un graphe re´duit inde´pendant de q et p(0).
Autrement dit, le temps ne´cessaire pour passer d’une proportion des ressources disponible
a` une autre est proportionnel a` la qualite´ de l’agre´gat.
Ceci e´tant dit, nous admettrons dans cette section que
– l’on ne rencontre jamais (tel e´ve`nement est tre`s rare) un conge´ne`re sur un agre´gat,
– et que tous ceux qui convoitent cette ressource adoptent la meˆme re`gle de de´part,
de sorte que deux types d’agre´gats soient pre´sents dans l’environnement, ceux qui ne de-
mandent qu’a` eˆtre de´couverts, tels que x(0) = 1, et les autres, de´ja` exploite´s, ou tels que
∀q , R˙(q,0) = γ?, ininte´ressants. En effet, Charnov pre´conise le de´part lorsque R˙ = γ?.
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Fig. 2.2 – Le graphe re´duit de R(q, t, x0).
2.3.3 Implication en terme d’optimalite´
Qu’advient-il du The´ore`me 2.1 ? Dans ce mode`le particulier, le rythme de cueillette ne
de´pend que de x. Une interpre´tation e´quivalente consiste donc a` s’en aller lorsque x = x? ou`
x? := r−1(γ?) . (2.6)
Remarquons que n’importe quel agre´gat inexploite´ (x(0) = 1) devrait eˆtre visite´ (t? 6= 0)
inde´pendamment de sa qualite´. En effet, nous avons, pour tout q ∈ R+, (∂R/∂t)(q,0) = r(1).
Or il se trouve que r(1) > γ?, par construction de γ? (cf. The´ore`me 2.1).
Notons qu’une conse´quence a` cela est que, d’apre`s l’e´quation (2.5) (homoge´ne´ite´), pour
tout q,
t?(q) = qχ−1(x?) , (2.7)
ou` χ−1 est la re´ciproque de χ telle qu’introduite en (2.4). Ainsi la quantite´ t?(q)/q sera-t-elle
une constante, disons c?, c? = χ−1(x?), pour tout q.
Remarquons par ailleurs que le crite`re (2.1), couple´ a` l’e´quation (2.5), s’e´crit comme suit :
γ = E
{
q
[
1− χ
(
t(q)
q
)]}/[
θ¯ + E
(
q
t(q)
q
)]
. (2.8)
En reportant c? dans l’e´quation (2.8), vient l’expression suivante de γ?, ou` q¯ = E q :
γ? = max
c
1− χ(c)
θ¯/q¯ + c
. (2.9)
Une construction graphique
Ainsi, de par le caracte`re homoge`ne de R (cf. e´quation (2.5)), γ? s’obtient-il via la ce´le`bre
construction graphique en Figure 2.3. Remarquons la dualite´ entre q¯ et θ¯ : multiplier par n la
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qualite´ espe´re´e des agre´gats est e´quivalent a` diviser par n le temps de de´couverte moyen. Par
conse´quent, les agre´gats devraient eˆtre exploite´s a` un niveau moindre dans un monde bon [32],
ou` la ressource est abondante, par comparaison a` un monde mauvais, dans lequel la ressource
se ferait rare.
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Fig. 2.3 – Une construction graphique de γ? : c’est la pente de la droite tangente a`
R(q¯, t) qui passe par le point (−θ¯, 0).
Aussi, dans notre mode`le, seule q¯, en somme, se re´ve`le pertinente ; il suffit de
connaˆıtre q¯, le moment d’ordre 1 de la distribution Q de la variable ale´atoire q par
opposition a` Q elle-meˆme, pour se comporter de fac¸on optimale. Ainsi notre mode`le
pre´vaut toujours si la ressource est stationnaire au sens faible ; autrement dit, si seuls les
moments d’ordre 1 des distributions qualitatives et spatiales 2 des agre´gats restent invariants
au cours du temps.
Un point-fixe
On peut aussi voir γ? tel un point fixe solution de l’equation
γ? =
1− χ(r−1(γ?))
θ¯/q¯ + r−1(γ?)
. (2.10)
La stricte concavite´ de la fonction R et la construction ge´ome´trique vue plus haut suffisent
a` prouver l’affirmation suivante.
Proposition 2.3 La fonction
Φ(γ) =
1− χ(r−1(γ?))
θ¯/q¯ + r−1(γ?)
,
a un unique point fixe, qui est l’argument du maximum de Φ et son unique point critique.
2. En toute rigueur, c’est l’espe´rance du temps de de´couverte qui doit rester stationnaire.
54 Jeux de cueillette
Preuve :
Nous avons vu que n’importe quel maximum local de Φ de´livre un point fixe. Or un calcul
direct de de´rive´e montre qu’il n’y en a qu’un. 
Une solution explicite
Faisons a` pre´sent usage de la forme particulie`re de la fonction r, telle qu’introduite par
l’e´quation (2.2). Vient la re´ciproque de la fonction χ, introduite en (2.4) :
χ−1(x) = h(1− x)− α ln(x) . (2.11)
D’apre`s l’e´quation (2.9), on a
γ? = max
x∈[0,1]
1− x
θ¯/q¯ + χ−1(x)
.
D’ou`, par optimisation en x ou, c’est e´quivalent, via le point-fixe γ? = r(x?),
x? = −1
/
W−1
(
−e−(1+y)
)
, (2.12)
avec y = θ¯/(αq¯) et W−1 la branche “non-principale” de la fonction W de Lambert telle que
de´finie dans l’article [34]. Il s’agit de la re´ciproque multivalue´e de l’application w 7→ wew. On
sait que la branche dite non-principale contient la solution pertinente car x? ∈ [0,1].
Soit z := 1/(1+y) = αq¯/(αq¯+ θ¯). Nous voyons que x? ne de´pend que de z. Comme
αq¯ est le temps ne´cessaire pour parcourir un agre´gat de bout en bout de fac¸on
syste´matique, on peut interpre´ter z tel un rapport cyclique 3. Notons au passage que
x? ne de´pend pas du temps de manipulation h. Toutefois, il se retrouvera pris en compte
dans γ?, donne´ par γ? = r(x?). L’application z 7→ x? est repre´sente´e Figure 2.4. Comme
escompte´, on s’attend, a` la lueur du mode`le, a` ce que dans un monde mauvais (z petit) le taux
d’exploitation des agre´gats de ressource soit plus fort que dans un monde meilleur (z grand).
Dans cette dernie`re situation le cueilleur est plus difficile a` satisfaire et il exige un rythme de
cueillette soutenu.
2.4 Un jeu de cueillette sans interfe´rence
Dans cette section, nous nous focalisons toujours sur un cueilleur, mais qui e´volue cette fois
dans un environnement dans lequel il arrive fre´quemment que l’on se retrouve entre conge´ne`res
pour partager un bon agre´gat.
Admettons que n ∈ N∗ cueilleurs, identiques en terme de capacite´ a` pre´lever de la
ressource, soient pre´sents sur un meˆme agre´gat. Nous n’aurons pas besoin de savoir quand
3. Le rapport cyclique d’un signal pe´riodique binaire est le temps a` l’e´tat haut sur la pe´riode. L’e´tat haut
correspond ici a` disposer d’un agre´gat quand l’e´tat bas correspond a` eˆtre en phase de recherche.
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Fig. 2.4 – L’application z 7→ x?, ou` x? est le taux d’exploitation optimal des agre´gats
dans un environnement caracte´rise´ par un rapport ‘phase d’exploitation’ sur
‘dure´e d’un cycle exploitation-recherche’ z.
chacun est arrive´ pre´cise´ment. Pour le moment, nous ignorons toute source d’interfe´rence
parmi nos cueilleurs. Par conse´quent, le seul e´le´ment nouveau est que la ressource s’e´puise
d’autant plus rapidement que l’on est nombreux ; tant que n reste invariant, on a la dynamique
p˙ = qx˙ = −nr(x) . (2.13)
Ainsi le de´part d’un cueilleur n’a-t-il pour seul effet que de ralentir l’e´puisement de la ressource ;
le rythme de cueillette ne peut donc qu’eˆtre strictement de´croissant. De plus, les cueilleurs
partagent le meˆme environnement, donc ont γ? en commun. Ils partiront donc tous
lorsque le rythme de cueillette individuel aura atteint γ?, quelles qu’aient e´te´ leurs dates
d’arrive´e respectives. En ce sens, le jeu est re´solu. Reste ne´anmoins a` de´terminer γ? dans
ce nouveau contexte, ou comment le coˆtoiement de conge´ne`res se re´percute sur la politique
optimale de gestion du temps.
D’apre`s le The´ore`me 2.1 de Charnov, ceci se traduit par le fait que γ? est solution de
l’e´quation de point fixe
γ? =
ER?
θ¯ + E t?
, (2.14)
ou` R? est la quantite´ de ressource acquise par le cueilleur focal et t? son temps de re´sidence
s’il adopte comme strate´gie ‘partir lorsque le rythme de cueillette tombe a γ?’, la strate´gie
qu’emploie le reste de la population. Or toujours d’apre`s le puissant the´ore`me de Charnov, il
se trouve que γ? est aussi solution du proble`me qui consiste a` maximiser, en γ?, le terme de
droite de l’e´galite´ ci dessus.
Notre objectif est dans un premier temps de donner une forme plus explicite du terme de
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droite de l’e´quation (2.14), puis nous traiterons le proble`me d’optimisation adjoint :
γ? = max
γ∗∈R+
ER∗
θ¯ + E t∗
. (2.15)
2.4.1 Un premier pas
Conside´rons une se´quence Sn, certes, arbitraire, mais qui fait ne´anmoins e´tat d’une possible
succession d’arrive´es de n cueilleurs sur un agre´gat initialement intact (x(0) = 1). Tous partent
lorsque le rythme de cueillette r(x) tombe a` γ?, ou, c’est e´quivalent, lorsque la proportion de
ressources disponible tombe a` x?. Ainsi la quantite´ de ressource pre´leve´e q(1−x?) ne de´pend-
elle pas de la se´quence d’arrive´e, pas plus qu’elle ne de´pend du nombre de cueilleurs n qui
auront rejoint l’agre´gat avant qu’il ne soit plus d’aucun inte´reˆt.
Posons ∆n = {δ1, δ2, . . . , δn} ou` les δi sont les dure´es pendant lesquelles ils se comptent
au nombre de i 4. Remarquons de´ja` (cette relation prend un sens plus bas) que puisqu’a` i la
ressource s’e´puise i fois plus rapidement (e´quation 2.13), s’ils e´taient tous arrive´s au temps
ze´ro ils auraient mis un temps
t\(n) =
1
n
n∑
i=1
iδi
pour exploiter l’agre´gat jusqu’a` x? et s’en aller.
Le cueilleur arrive´ jie`me est lui reste´ un temps
t?(n, j) =
n∑
i=j
δi .
Gardons fige´e cette se´quence. Apre`s tout, il aurait pu tout aussi bien (avec probabilite´ 1/n)
arriver premier ou dernier. Sachant que cette se´quence allait se re´aliser, mais ne sachant pas
quel rang il obtiendrait, combien de temps pouvait-il espe´rer jouir de l’agre´gat? Re´ponse :
Ej t?(n, j) =
1
n
n∑
j=1
t?(n, j) =
1
n
n∑
j=1
n∑
i=j
δi =
1
n
n∑
i=1
iδi = t\(n) ,
soit exactement le temps qu’il serait reste´ si tous e´taient arrive´s en meˆme temps. On constate
donc que le temps de re´sidence espe´re´ ne de´pend nullement de la distribution des se´quences
d’arrive´es possibles en elle-meˆme, mais uniquement de celle du nombre de cueilleurs qui vont
se partager l’agre´gat. Or on sait d’apre`s les e´quations (2.5) et (2.13) que t\(n) = qχ−1(x?)/n.
Aussi, par syme´trie, a` nombre de visiteurs n fixe´, chacun peut espe´rer obtenir une part e´gale
q(1 − x?)/n de l’agre´gat. Soit n une variable ale´atoire qui compte le nombre d’arrive´es Pois-
sonniennes qui auront eu lieu sur l’agre´gat avant que la proportion de ressources disponible
ne tombe a` x?. Ainsi l’e´quation de point fixe (2.14) devient :
γ? = r(x?) =
E qn(1− x?)
θ¯ + E qn χ−1(x?)
. (2.16)
4. c.a`.d. les temps inter-arrive´es plus le temps qui se´pare la dernie`re arrive´e du de´part commun.
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Notons que les variables ale´atoires q et n sont sans nul doute corre´le´es, car les agre´gats qui
offrent plus de ressource sont susceptibles d’accueillir un plus grande nombre de cueilleurs,
de par le fait qu’il faille plus de temps pour y re´duire la proportion de ressources a` x?.
De surcroˆıt, la distribution de probabilite´ du nombre de cueilleurs n qui auront profite´ de
l’agre´gat de´pend tre`s vraisemblablement de leur strate´gie commune, qui se re´sume en un
certain x?. Introduisons E∗ dans le sens ou` nous conside´rerons l’espe´rance a` l’optimal, ou
plus exactement dans un sce´nario conforme a` l’optimal, c’est a` dire dans lequel les cueilleurs
quittent les agre´gats lorsque la proportion de ressources disponible tombe a` un certain x∗.
Posons ρ(x) := E∗(q/n) ; la re´alisation de la variable ale´atoire n de´pend du seuil x conside´re´.
L’e´quation (2.16) s’e´crit alors
γ? = r(x?) =
1− x?
θ¯/ρ(x?) + χ−1(x?)
. (2.17)
Le proble`me adjoint (2.15) s’exprime alors comme suit :
γ? = max
x∈[0,1]
γ(x) , avec γ(x) =
1− x
θ¯/ρ(x) + χ−1(x)
. (2.18)
Aussi simple soit cette expression, cela reste un re´sultat partiel tant que nous ne savons pas
donner une forme explicite de ρ(x).
2.4.2 Une digression sur la cueillette en groupe
Cette section constitue une petite digression sur la cueillette en groupe. Conside´rons un
groupe de m individus allant d’agre´gat en agre´gat ; en d’autres termes, la distance inter-
agre´gat est suppose´e eˆtre trop importante pour que le groupe puisse s’attaquer a` plusieurs
agre´gats a` la fois. Dans ce mode`le, l’information est partage´e [56], de sorte que quand un
agre´gat est de´couvert par un membre du groupe, les autres le rejoignent se´quentiellement. De
plus, supposons que les membres du groupe se dispersent dans un rayon qui permet a` chacun
de rejoindre l’individu dont il est le plus e´loigne´ dans un de´lai suffisamment court ; c’est a`
dire que si un agre´gat, meˆme tre`s pauvre, est de´couvert par un autre membre du groupe,
on doit eˆtre a` meˆme d’en retirer une part non nulle avant qu’il ne soit plus d’aucun inte´reˆt
pour quiconque et que le groupe ne reparte. Notons que x?, la proportion de ressources en
dec¸a` de laquelle il est optimal de s’en aller, est pour le moment une variable inde´termine´e. Ce
mode`le est, certes, quelque peu alambique´, mais il nous paraˆıt ne´anmoins de´tenir sa part de
pertinence e´cologique.
Ces hypothe`ses font que n se re´alise en m inde´pendamment de q et x? (n est alors de´ter-
ministe). Par conse´quent, l’e´quation (2.18) se re´soud graphiquement exactement de la meˆme
fac¸on qu’auparavant (e´quation (2.9) et Figure 2.3), a` ceci pre`s qu’il faut a` pre´sent substituer
q¯ par q¯/m (ou bien θ¯ par mθ¯).
A` l’e´vidence, une cueillette en groupe ne peut, pour l’individu, eˆtre plus fructueuse qu’une
de´marche solitaire, pourvu que cela ne procure aucun avantage particulier [31]. Notons a`
titre d’exemple que si le temps de de´couverte espe´re´ e´tait divise´ par m, alors on atteindrait
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une efficacite´ e´quivalente. Oublions telle possibilite´ et adoptons la notation γ?m pour de´signer
le rythme de cuillette individuel dans un groupe de m cueilleurs a` l’e´quilibre e´volutif. Que
peut-on dire du rapport γ?1/γ
?
m?
Nous ferons usage de la forme particulie`re de la fonction r, telle qu’introduite par l’e´quation
(2.2). Il s’en suit que l’application x? : m 7→ x?(m) est donne´e par l’e´quation (2.12), ou`
l’on substitue y par mθ¯/(αq¯) (conservons y pour de´signer θ¯/(αq¯)). Sachant que γ? = r(x?),
l’application γ?m : m 7→ r(x?(m)) s’obtient aise´ment. Posons ω = α/h et il vient
`(m) := γ?1/γ
?
m =
[
1− ωW−1
(
−e−(1+my)
)]/[
1− ωW−1
(
−e−(1+y)
)]
,
ou` y = θ¯/(αq¯) et W−1 la branche “non-principale” de la fonction W de Lambert telle que
de´finie dans l’article [34]. Il s’agit de la re´ciproque multivalue´e de l’application w 7→ wew. On
sait que la branche dite non-principale contient la solution pertinente car x? ∈ [0,1]. De plus,
on sait que
W ′(x) =
1
(1 +W (x)) expW (x)
,
=
W (x)
x(1 +W (x))
, si x 6= 0 .
Soient κ = ω/
[
1− ωW−1
(−e−(1+y))] et `(m) := d`(m)/dm ; il vient
`′(m) = yκW−1
(
−e−(1+my)
)/[
1 +W−1
(
−e−(1+my)
)]
> 0 .
Aussi, soit `′′(m) := d2`(m)/dm2. Nous obtenons :
`′′(m) = −y2κW−1
(
−e−(1+my)
)/[
1 +W−1
(
−e−(1+my)
)]3
< 0 .
D’ou` `(m) strictement croissante et concave. De plus, remarquons que
– limm→∞ `(m) =∞, que
– limm→∞ `′(m) = κy
– et que `′′(m) croˆıt tre`s rapidement vers ze´ro.
Par conse´quent, `(m) peut eˆtre approxime´e par une fonction affine de pente κy ; soit ˜`(m) :=
(1 − κy) +mκy. Plutoˆt que d’interpre´ter la de´pendance de ˜` en y, introduisons une variable
qui pre´sente du sens : le “rapport cyclique” z = 1/(1 + y), ou la qualite´ de l’environnement
comprise entre ze´ro et un. La Figure 2.5 caracte´rise de fac¸on approximative la perte d’efficacite´
individuelle qui re´sulte de la compe´tition. Nous voyons que meˆme dans un monde mauvais,
cette perte peut s’ave´rer relativement faible, ce d’autant plus que le temps de manipulation
est grand par rapport au temps de sondage.
2.4.3 Une multitude de cueilleurs inde´pendants
Revenons au proble`me initial, dans lequel nous conside´rons une multitude de cueilleurs
inde´pendants e´voluant librement dans l’environnement. Focalisons nous sur l’un d’entre eux.
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Fig. 2.5 – L’application z 7→ κy, ou` κy est la pente de la droite qui approxime l’ap-
plication m 7→ γ?1/γ?m, qui, a taille de groupe m donne´e, caracte´rise le
perte d’effacite´ individuelle due au fait d’eˆtre en groupe plutoˆt que seul.
Quant a z, il s’agit du rapport ‘phase d’exploitation’ sur ‘dure´e d’un cycle
exploitation-recherche’ inter-agre´gat. Nous avons pris, de gauche a` droite,
ω = α/h = {0.01,0.1,1,100} ; il s’agit a` l’inverse d’un rapport ‘temps de
recherche’ sur ‘temps d’exploitation’, mais intra-agre´gat cette fois.
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Admettons que les arrive´es successives sur un agre´gat correspondent a` un processus de
Poisson d’intensite´ λ > 0. Ceci implique que les temps inter-arrive´es successifs forment une
se´quence {wn} de variables ale´atoires mutuellement inde´pendantes, exponentiellement distri-
bue´es et d’espe´rance 1/λ.
Puisque ρ = E∗(q/n) = EqE∗(q/n|q) = EqqE∗(1/n|q), nous admettrons dans un premier
temps que la qualite´ de l’agre´gat q est fige´e e´gale a` un certain q. Soit ζ1 le temps que resterait
un cueilleur seul sur un agre´gat de qualite´ q si personne ne l’y rejoignait entre-temps :
ζ1 := qχ−1(x?) , d’apre`s l’e´quation (2.7). (2.19)
Afin de proce´der a` une optimisation en x de γ tel que donne´ par l’e´quation (2.18), nous
souhaitons maintenant obtenir une forme explicite de l’application ζ1 7→ E∗(1/n|q).
A` l’arrive´e d’un premier intrus, le temps maximal (si personne ne vient a` nouveau troubler
le festin) pour atteindre x? est divise´ par deux (la ressource s’e´puise deux fois plus vite, d’apre`s
(2.13)). Plus ge´ne´ralement, lors de la kie`me arrive´e, le temps maximal a` parcourir se voit divise´
par k/(k − 1). Notre but est d’exprimer la distribution cumule´e de n, le nombre maximal de
cueilleurs qui auront visite´ l’agre´gat avant qu’il ne soit plus d’aucun inte´reˆt pour quiconque.
Plus pre´cise´ment, nous comptons donner une forme explicite de cette distribution telle une
fonction de ζ1, puis nous en de´duirons E∗(1/n).
Une fac¸on de formuler le proble`me est la suivante : rede´finissons ζk tel l’effort restant a`
fournir en “cueilleur-heure”5 quand le kie`me cueilleur fait son apparition. On a
ζk+1 = ζk − kwk , k ≥ 1.
Remarquons que l’application k → ζk est non-croissante. Par conse´quent, la re´alisation de la
variable ale´atoire n se caracte´rise par ζn+1 ≤ 0 < ζn.
On a
P (n > M) = P (ζ2 > 0, . . . ,ζM+1 > 0) ,
= P (ζ1 > w1 + 2w2 + . . .+MwM ) .
Cela revient a` trouver la loi de distribution de
∑M
m=1mwm. Comme la densite´ de probabi-
lite´ d’une somme de variables ale´atoires inde´pendantes est donne´e par le produit de convolu-
tion de leurs densite´s de probabilite´, on peut l’obtenir telle la transforme´e inverse du produit
des transforme´es de Laplace-Stieltjes (TLS) de chaque densite´ de probabilite´. C’est l’objet de
l’Annexe B. On obtient
E∗(1/n|q) = 1−
∞∑
l=1
(
1− e−λζ1/l
)
e−l
ll−1
l!
.
D’ou`
ρ = E∗(q/n) = q¯ −
∞∑
l=1
[(
q¯ −
∫ ∞
0
e−λζ1/lqdQ(q)
)
e−l
ll−1
l!
]
.
5. le temps qu’il faudrait a` un cueilleur seul pour exploiter l’agre´gat jusqu’a` ce qu’il n’y reste qu’une pro-
portion x? de ressources.
2.4 Un jeu de cueillette sans interfe´rence 61
Faisons maintenant usage de la forme particulie`re de χ−1(x) donne´e par l’e´quation (2.11),
ce qui donne ζ1 = q[h(1 − x) − α ln(x)]. Comme la TLS de q(dQ(q)/dq) est la de´rive´e de la
TLS de −dQ(q)/dq, on obtient :∫ ∞
0
e−λζ1/lqdQ(q) = −L′(pˆ) ,
avec pˆ(x) = λ[h(1− x)− α ln(x)]/l, ou` L(p) est la TLS de q et L′(p) = dL(p)/dp.
D’ou`
ρ(x) = q¯ −
∞∑
l=1
{[
q¯ + L′(pˆ(x))] e−l ll−1
l!
}
. (2.20)
Bien que nous ayons a` pre´sent une expression explicite de ρ(x) donc de γ(x) (telle que
de´finie en (2.18)), cela ne nous permet pas pour autant d’obtenir une forme close pour x? =
argmaxx γ(x). Cependant, il est possible de l’obtenir nume´riquement, tel qu’illustre´ en Figure
2.6. Conforme´ment a` l’esprit du mode`le initial de Charnov a` un joueur, les agre´gats
devraient se voir d’autant plus exploite´s que le monde est mauvais, cette fois en
terme de pression (corre´le´e a` λ, l’intensite´ du processus d’arrive´es ale´atoires de
Poisson) lie´e a` la pre´sence de compe´titeurs dans l’environnement.
2.4.4 Une remarque subsidiaire sur la fre´quentation des agre´gats
Ine´vitablement, la question du nombre de cueilleurs qu’un agre´gat peut espe´rer accueillir
en fonction de sa qualite´ nous renvoie vers un autre concept central en the´orie de la cueillette :
la ‘distribution libre ide´ale’ [86, 17, 38]. Il s’agit d’un mode`le qui postule 6 que la distribution
spatiale des cueilleurs correspond a` un E´quilibre de Nash. En d’autres termes, dans une telle
configuration, aucun cueilleur ne peut, unilate´ralement, ame´liorer son rythme de cueillette en
se “te´le´transportant” instantane´ment sur l’agre´gat de son choix. Par conse´quent, ce mode`le
implique une e´galisation permanente des rythmes de cueillette individuels, pourvu que les
cueilleurs soient identiques en terme d’aptitude a` la cueillette.
Notons que certains auteurs [39] ont re´cemment propose´ un formalisme convaincant au
travers duquel on peut affirmer que la distribution ide´ale libre constitue bien un e´quilibre
e´volutivement stable, sous certaines hypothe`ses. Par exemple, dans un environnement a` deux
agre´gats, pe´renne, sans e´puisement local de la ressource, la strate´gie e´volutivement stable
s’exprime en terme de proportion du temps de cueillette de´libe´rement consacre´e a` chaque
agre´gat, selon sa qualite´. Toutefois, dans notre cadre (agre´gats e´phe´me`res de´couverts au gre´
du hasard), la pertinence de la notion de distribution libre ide´ale semble incertaine.
Remarquons cependant qu’une proprie´te´ de notre mode`le (e´quation (2.5)) est qu’une dis-
tribution homoge`ne et synchrone des cueilleurs sur les agre´gats produit une e´galisation perma-
nente de leur rythme de cueillette. En d’autres termes, si le nombre de cueilleurs sur chaque
6. de meˆme que l’on est en droit de postuler que la lumie`re choisit le chemin le plus court, obtenir une
pre´diction et la comparer aux observations ; ceci sans pour autant faire quelque hypothe`se sur un processus
cognitif sous-jacent, a fortiori sur quelque intention qui l’animerait.
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Fig. 2.6 – La fonction γ(x) (de´finie en (2.18), du “succe`s reproducteur” par unite´
de temps), pour diffe´rentes intensite´s λ du processus d’arrive´es ale´atoires
de Poisson. Nous avons pris α tel l’unite´ de temps, h = α, un unique
(de´terministe) q = 200 unite´s de ressource, θ¯ = 50α et L = 100 pour
l’approximation nume´rique, telle que sugge´re´e en Annexe B. Nous avons
pris, de haut en bas, λ = {0,0.05,0.5}. Pour λ ∼ 0, le temps inter-arrive´e
espe´re´ est infini, donc nous avons pris ∀x ,E(1/n) = 1. λ = 0.05 correspond
a` une intensite´ raisonnable, ou un temps inter-arrive´e espe´re´ de 20α. Quant
a` λ = 0.5, cela correspond a` une extreˆme intensite´, ou un temps inter-
arrive´e espe´re´ de 2α.
agre´gat est proportionel a` sa qualite´ et si, une fois repartie ainsi, la population, comme un seul
cueilleur, laisse libre cours a` l’exploitation a` un instant pre´cis 7, alors le rythme de cueillette
de chaque individu s’en voit e´galise´ puisque la ressource pre´sente sur chaque agre´gat s’e´puise
alors a` une vitesse commune. Encore faut-il imaginer que ce processus se re´ite`re sans cesse de
par un renouvellement ad hoc de la ressource.
Comparons cette distribution a` la distribution anarchique conside´re´e dans la Section 2.4.3.
L’Annexe B nous donne l’application ζ1 7→ E?n, ou le nombre de cueilleurs qu’un agre´gat peut
espe´rer accueillir en fonction de sa qualite´ (x? est a` pre´sent fige´ donc ζ1 proportionnel a` q,
d’apre`s l’e´quation (2.19)) :
E?n = 1 +
∞∑
l=1
(
1− e−λζ1/l
)
e−l
ll−1
(l − 1)! .
7. les cueillettes sont synchronise´es.
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On peut aise´ment montrer que l’application ζ1 7→ E?n est strictement croissante et concave
de sorte que les bons agre´gats soient moins fre´quente´s qu’une “distribution libre ide´ale” ne
l’aurait voulu. Cette de´viation (‘under-matching rule’) est de coutume lorsqu’est traite´e la
question de la robustesse de la distribution libre ide´ale classique a` des e´carts d’envergure
sur ses hypothe`ses de de´part, tels un temps de voyage inter-agre´gat non ne´gligeable [18].
Ici, c’est juste l’anarchie, ou le fait qu’une multitude de cueilleurs inde´pendants se re´partit
sur les agre´gats au gre´ du hasard, qui joue ce roˆle vis a` vis d’une distribution utopique.
Ne´anmoins, notons que cette “sous-fre´quentation” (relative a` la distributation ide´ale libre)
des bons agre´gats est commune´ment observe´e chez de nombreuses espe`ces [141] et que notre
mode`le 8 en rend compte.
2.4.5 En conclusion
De cette section, nous retiendrons qu’obtenir une forme explicite de γ? (cf. e´quation (2.18)),
le meilleur rapport ‘quantite´ de ressource acquise’ sur ‘temps investi’ que l’on est en droit d’es-
pe´rer dans cet environnement, une fois l’e´quilibre e´volutivement stable connu tel une fonction
implicite en γ?, est une taˆche ardue sinon de´sespe´re´e. Nous l’avons ne´anmoins obtenue (en
reportant (2.20) dans (2.18)) dans le cadre de ce mode`le tre`s simple. Cela ne donne lieu a`
aucune incohe´rence ; le re´sultat obtenu est des plus intuitifs. Par conse´quent, γ? sera a` l’ave-
nir pris tel un parame`tre du mode`le, certes difficilement quantifiable, mais dont
l’interpre´tation (il refle`te la qualite´ de l’environnement) pourra toutefois donner
lieu a` quelque pre´diction qualitative.
2.5 Un jeu de cueillette avec interfe´rence
Jusqu’ici, la compe´tition prenait pour seuls aspects un partage et un e´puisement plus
rapide des ressources locales. A` pre´sent, nous souhaitons prendre en compte l’interfe´rence
[148, 155], ou le fait que le rythme de cueillette se voie affecte´ par la pre´sence de
conge´ne`res ; soit parce que l’acce`s aux ressources se fait via des interactions physiques, de
caracte`re belliqueux ou non, soit parce qu’il s’agit au contraire d’e´viter tout contact avec ses
conge´ne`res. Ainsi l’interfe´rence est-elle susceptible de monter en puissance lorsque la ressource
se fait rare. Par conse´quent, le de´part d’un conge´ne`re de´clenche un saut du rythme de
cueillette. De ce fait, une strate´gie type Charnov, qui consiste a` se fier uniquement
a` son rythme de cueillette pour de´cider quand partir, ne serait pas stable face a`
un mutant qui attendrait le de´part des “Charnoviens” pour s’emplir la panse et
partir une fois le rythme de cueillette retombe´ a` γ? (sans espoir, cette fois, de remonter).
Selon Sjerps et Haccou [136, 135], ce jeu se traduit par une guerre d’usure [102], ou
des strate´gies mixtes (qui font intervenir le hasard, mais pas n’importe comment)
8. mode`le base´ sur le fait les agre´gats sont de´couverts au gre´ du hasard et dans lequel la seule de´cision
consiste a` chosir combien de temps y consacrer.
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en terme de temps de persistence. Plus pre´cise´ment, il s’agit de (laisser le hasard)
choisir un temps au dela` duquel, si aucun autre joueur ne s’est de´cide´ a` s’en aller,
alors on s’en va. D’ou` le nom de “guerre d’usure”. A` chaque de´part, on re´ite`re ce
processus jusqu’a` ce qu’il ne reste plus qu’un joueur, qui, lui, part au seuil de Charnov. Dans
l’article [135], le nombre de joueurs est fixe´ au de´part et va de´croissant. Dans cette section,
nous nous proposons d’augmenter ce jeu par la prise en compte de la possible survenue de
nouveaux joueurs, afin de savoir dans quelle mesure le re´sultat de [135] y serait robuste.
2.5.1 Mode`le
Admettons queN ∈ N∗ cueilleurs identiques (donc qui partagent un meˆme γ?) arrivent tour
a` tour sur un agre´gat. Admettons que l’arrive´e d’un cueilleur sur l’agre´gat soit un e´ve`nement
Poissonnien. Soit S = {t1,t2, . . . ,tN} la se´quence des temps d’arrive´e correspondante et n(t)
le nombre de cueilleurs pre´sents au temps t.
Rappelons que x de´signe la quantite´ de ressource disponible sur la quantite´ initiale q, dite
qualite´ de l’agre´gat.
Soit m ∈ R+ un parame`tre qui mesure l’intensite´ de l’interfe´rence entre les cueilleurs. Par
convention, m = 0 correspond a` la situation sans interfe´rence de la Section 2.4. Soit r(x, n,m)
une fonction connue telle que
– ∀n,m : x 7→ r(x, n,m) est continue, strictement croissante et concave.
– ∀x,m : n 7→ r(x, n,m) est strictement de´croissante si m > 0 et invariante sinon.
– ∀x, n : m 7→ r(x, n,m) est strictement de´croissante si n > 1 et invariante sinon.
Par exemple, pour se fixer les ide´es, nous pourrions prendre :
r(x, n,m) =
x
αx−m(n−1) + xh
. (2.21)
Toutefois, nous n’aurons pas a` en faire usage.
Soit Ri(di, d−i, S), i ∈ {0,1, . . . ,N}, la quantite´ de ressource accumule´e par le cueilleur i
apre`s eˆtre reste´ une dure´e di, ou` d−i correspond a` l’ensemble des dure´es associe´es aux autres
joueurs {dj , j 6= i}, qui sans nul doute affecte Ri. Elle est suppose´e donne´e par (cf. Section
2.3) :
Ri(di, d−i, S) =
∫ ti+di
ti
r(x(t), n(t),m)dt . (2.22)
Aussi la dynamique qui porte sur les ressources de l’agre´gat est-elle donne´e par :
p˙ = qx˙ = −nr(x, n,m) , x(0) = x0 .
Inspire´s des travaux de McNamara, Houston et Collins [106], nous conside´rerons un crite`re
e´quivalent a` celui de la Section 2.2 (e´quation (2.1)), qui a l’avantage d’eˆtre additif, au prix
d’eˆtre implicite en γ? :
Ji(di, d−i, S) = Ri(di, d−i, S)− (θ¯ + di)γ? , (2.23)
2.5 Un jeu de cueillette avec interfe´rence 65
Dore´navant γ? sera vu tel un parame`tre qui refle`te la qualite´ de l’environnement. Il peut eˆtre
interpre´te´ tel le couˆt du temps en termes d’opportunite´s manque´es dans cet environnement.
Le prendre en compte permet de ne pas s’e´terniser sur un agre´gat qui n’en vaut plus la peine,
lorsqu’il y en a tant d’autres a` saisir.
2.5.2 Le jeu
Nous sommes inte´resse´s par un e´quilibre en strate´gies mixtes, ou dans lequel les temps
de de´part des cueilleurs sont ale´atoires, mais de distribution non anodine, Nash-optimale.
Nous de´notons par Pi 9 la distribution cumule´e des di, pour chacun des joueurs. L’indice −i
de´signera tous les joueurs excepte´ le cueilleur i. Le crite`re 2.23 devient :
Gi(Pi,P−i) = EJi(di, d−i, S) . (2.24)
Les strate´gies Pi sont suppose´es causales.
De´finissons une e´tape comme une dure´e ale´atoire au cours de laquelle le nombre de
cueilleurs n pre´sents sur l’agre´gat reste constant. Le nume´ro de l’e´tape est indice´ par k ∈ N ;
par convention, k = 0 indique l’e´tape a` laquelle le cueilleur focal est arrive´ sur l’agre´gat. Puis-
qu’il existe un seuil x? = r−1(γ?) (d’apre`s (2.6)) en dec¸a` duquel l’agre´gat n’est plus d’aucun
inte´reˆt pour quiconque 10, l’horizon K ∈ N et le nombre total de joueurs N ∈ N sont donc
finis, mais inconnus a priori.
De´finissons l’e´tat au de´but de l’e´tape k :
ξk =
(
xk
nk
)
,
ou` x est la proportion de ressource disponible et n le nombre de cueilleurs pre´sents.
A` chaque e´tape, chaque joueur parmi les nk se voit attribuer un temps de persistence
dki ∈ R+. Plus pre´cise´ment, cela signifie que si l’e´tape n’est toujours pas termine´e apre`s ce
de´lai alors le cueilleur i quitte l’agre´gat et son horizon (le nombre d’e´tapes qu’il aura vu se
succe´der) est Ki = k. Aussi, admettons que l’e´ventualite´ de mesure nulle pour laquelle tous
les dki seraient e´gaux mette fin a` l’e´tape. Autrement dit, si un tel sce´nario se produit, tous les
joueurs sont invite´s a` rejouer. Ceci dans le but de faire en sorte que tout agre´gat visite´ soit
pleinement exploite´ (jusqu’a` x?).
Introduisons la variable ale´atoire :
ak =

1 si une arrive´e mit fin a` l’e´tape k ,
−1 si un de´part mit fin a` l’e´tape k ,
0 sinon .
9. elle re´sultera des strate´gies de re´troaction sur l’e´tat mixtes, dites strate´gies comportementales en the´orie
des jeux sous forme extensive.
10. nous avions vu en Section 2.3 que x? est proportion de ressources que laisse un cueilleur seul sur l’agre´gat.
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Elle de´pend certes des strate´gies des joueurs, mais comme les arrive´es sont Poissonniennes
et que les strate´gies forment par construction un processus Markovien en l’e´tat ξ, alors le
processus qui engendre les ak est lui-meˆme Markovien en ξ.
Soit δk la dure´e de l’e´tape k et
κki =
{
0 si dki = δ
k et max dk−i > d
k
i
1 sinon
.
Autrement dit, κki = 1 si le cueilleur i survit a` l’e´tape courante. Vient la dynamique suivante :{
xk+1 = xk −∆(xk,nk,δk) =: Λ(xk,nk,δk)
nk+1 = nk + ak
,
ou` ∆(x,n,δ) est la proportion de ressource pre´leve´e par n cueilleurs pendant un temps δ en
partant d’une proportion x. On suppose cette fonction connue ; son expression est analogue a`
(2.22). Elle est par conse´quent suppose´e jouir des proprie´te´s suivantes : ∀x,n,
– ∆(x,n,0) = 0 ,
– δ 7→ ∆(x,n,δ) est strictement croissante et concave,
– limδ→∞∆(x,n,δ) = 1− x.
Chaque crite`re (e´quation (2.24)) s’exprime comme suit :
Gi(Pi,P−i) = Eξ0Gi(ξ0,Pi,P−i) ,
ou`
Gi(ξ0,Pi,P−i) := E
{
Ki∑
k=0
L(ξk,δk)
}
, (2.25)
avec
L(ξ,δ) = L(x,n,δ) =
q
n
∆(x,n,δ)− γ?δ .
En ce qui concerne L, il s’agit de la part de ressource qui revient au cueilleur i, a` laquelle
on retranche couˆt associe´ au temps, converti en ressource. Quant a` Gi, pre´cisons pour plus de
clarte´ que les Pi transparaissent dans la se´quence des {δk}.
D’apre`s les hypothe`ses faites sur ∆, on obtient : ∀x,n,
– L(x,n,0) = 0 ,
– δ 7→ L(x,n,δ) concave,
– limδ→∞ L(x,n,δ) = −∞.
Afin de re´soudre le jeu dont les paiements sont donne´s par l’e´quation (2.25) par program-
mation dynamique, introduisons la fonction V ki (ξ), ou le paiement futur Nash-optimal espe´re´
lorsque l’on de´bute l’e´tape k dans l’e´tat ξ. Vient l’e´quation d’Isaacs [82, 5] (c’est l’e´quivalent
en temps discret de la paire (1.24) et (1.25) de la Section 1.3.1) :
V ki (ξ
k) = E?
[
L(ξk,δk) + κki V
k+1
i (Λ(ξ
k,δk),nk + ak)
]
∀k ≤ Ki , (2.26)
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ou` E? correspond a` l’espe´rance a` l’e´quilibre de Nash. Puisque ce jeu est de toute e´vidence
stationnaire, Vi ne de´pend pas du nume´ro de l’e´tape k et l’e´quation (2.26) devient l’e´quation
implicite suivante :
Vi(x,n) = E? [L(x,n,δ) + κiVi(Λ(x,n,δ),n+ a)] ∀x > x? . (2.27)
Par conse´quent, la strate´gie Nash-optimale en boucle ferme´e s’obtient en re´solvant le jeu
restreint a` une e´tape. De surcroˆıt, il s’agit d’une guerre d’usure a` temps d’arreˆt ale´atoire telle
que de´finie en Annexe C. En effet, le jeu restreint a` une e´tape peut eˆtre e´nonce´ comme suit.
Adoptons les notations suivantes, relaxe´es de x, a` pre´sent condition initiale. Soient Vi(δ,n) :=
Vi(Λ(x,n,δ),n) et L(δ,n) := L(x,n,δ). Le terme entre crochets de l’e´quation (2.27) se traduit
en la fonction d’utilite´ du jeu restreint a` une e´tape suivante :
Ui(di,d−i,δ) = L(δ,n) +

0 si di = δ et max d−i > di (κi = 0)
Vi(δ,n) si di = δ et max d−i = di (κi = 1)
Vi(δ,n+ 1) si δ < min{di,d−i} (κi = 1)
Vi(δ,n− 1) sinon (κi = 1)
.
Soit dˇ tel que Λ(x,n,dˇ) := x?. C’est le temps au bout duquel, un cueilleur n’a plus inte´reˆt
a` rester, meˆme seul, sur l’agre´gat. On a donc Vi(dˇ,·) = 0. Soit dˆ := argmaxd L(d,n). (dˆ et dˇ
de´pendent tous deux de x et de n). Par conse´quent, ∀n, ∀d > dˆ, L′(d,n) < 0 (ou` L′(d,n) =
dL(d,n)/dd). De plus, si aucun de´part ne se produit, la fonction L de l’e´tape suivante de´croˆıt
d’entre´e de jeu. Donc le dˆ suivant est nul et d’apre`s l’Annexe C, la valeur de l’e´tape suivante
est donc nulle. D’ou`, si δ ∈ [dˆ,dˇ], Vi(δ,n) = Vi(δ,n+ 1) = 0. Enfin, nous montrons en Annexe
C que la valeur du jeu est, tout comme dans la guerre d’usure classique, e´gale a` L(dˆ,n). Par
conse´quent
Vi(d,n− 1) = max
δ
L(Λ(x,n,d),n− 1,δ) =:W(d,n) .
Il de´coule de l’Annexe C que :
The´ore`me 2.4 L’e´quilibre de Nash du jeu (2.24) est obtenu pour des fonctions de re´partition
P ? donne´es par
P ?(d,n) =

0 ∀d < dˆ
1− exp
(
− 1n−1
∫ d
dˆ
h(b, n)db
)
∀d ∈ [dˆ, dˇ)
1 ∀d ≥ dˇ
, avec h(d, n) = − L
′(d,n)
W(d,n)
.
Ainsi la solution du jeu de cueillette asynchrone, exprime´e telle une strate´gie en boucle
ferme´e sur n, le nombre de cueilleurs pre´sents, co¨ıncide avec celle du jeu synchrone introduit
par l’article [135].
2.5.3 Discussion
De l’impact d’une guerre d’usure sur les temps de re´sidence
Une question a` laquelle le mode`le ne re´pond pas est : l’interfe´rence, qui, nous le savons
a` pre´sent, engendre une guerre d’usure, implique-t-elle que le temps de re´sidence espe´re´ sur
68 Jeux de cueillette
l’agre´gat soit supe´rieur a` celui qu’un cueilleur seul y aurait consacre´ ? On ne peut trancher
de fac¸on ge´ne´rale. S’il est un fait bien e´tabli, c’est que la guerre d’usure conduit a` rester
plus longtemps que le ‘temps de Charnov’, ici dˆ. Or ce temps lui-meˆme de´pend de´ja` de fac¸on
complexe du mode`le d’interference sous jacent, par exemple l’e´quation (2.21). De plus, la dure´e
espe´re´e υ¯ de la guerre d’usure qui s’en suit de´pend elle aussi fortement du mode`le conside´re´.
Au passage, nous avons (pour deux joueurs afin d’alle´ger les e´quations) :
E d =: d¯ =
∫ dˇ
dˆ
bh(b,2) exp
(
−
∫ b
dˆ
h(c,2)dc
)
db+ dˇ exp
(
−
∫ dˇ
dˆ
h(b,2)db
)
,
Apre`s inte´gration par parties, on obtient
υ¯ =
∫ dˇ
dˆ
exp
(
−
∫ b
dˆ
h(c,2)dc
)
db ,
ou` d¯ = dˆ + υ¯. A` titre d’exemple (ou plutoˆt de contre-exemple anticipe´), il est clair que si
l’interfe´rence est telle que le rythme de cueillette soit nul, on a dˆ = 0, dˇ =∞ et h = γ?/w (car
L(2, d) = −γ?d et avec ∀d ,W(d, 2) = w (la valeur de l’agre´gat), une constante non-nulle 11
). Vient υ¯ = w/γ?. Par conse´quent, si telle interfe´rence est insurmontable (γ? tre`s grand), d¯
tend vers ze´ro. De ce fait, on ne peut dire en toute ge´ne´ralite´ que l’interfe´rence, ou une guerre
d’usure, implique des temps de re´sidence plus longs. L’e´ventualite´ d’une guerre d’usure
e´clair est a` envisager.
A` cet e´gard, l’article [59] 12 ne re´fute pas, comme il le lui semble, le mode`le the´orique
qui conclut a` une guerre d’usure. Au contraire, cette contribution expe´rimentale nous semble
aller dans le sens du mode`le de guerre d’usure propose´. En effet, plus grand est le nombre de
cueilleurs (des gueˆpes parasito¨ıdes), plus grande est leur tendance a` partir, du moins d’en-
tre´e jeu (dans les quinze premie`res minutes de l’expe´rience). Apre`s cette phase initiale, on
n’observe cependant pas de diffe´rence flagrante dans les tendances qu’ont les gueˆpes a` quitter
l’agre´gat, qu’elle soient seules ou non. Toutefois, le jeu auquel se livrent ces gueˆpes contient
une composante que nous ne prenons pas en compte, pour l’instant (superparasitisme).
Sur une e´ventuelle implication en terme de Ge´ne´tique des populations
Jusqu’a` pre´sent, nous nous re´fe´rions aux strate´gies mixtes dans leur sens classique : un
temps de persistence stochastique de distribution cumule´e P ?. Par construction de l’e´quilibre
de Nash, P ? e´galise les paiements de l’adversaire sur le support de ses strate´gies mixtes.
Remarquons que dans une guerre d’usure, la valeur du jeu est celle que l’on aurait obte-
nue sans y participer. Pourtant, l’e´quilibre de Nash en strate´gies mixtes fait que l’on joue.
11. avec le mode`le de la Section 2.3, on a w = q{(1 − x?) − γ?[(1 − x?)h − α ln(x?)]}, ou` x? = r−1(γ?),
cf. e´quations (2.2) et (2.11) notamment. Prenons pour parame`tres ζ = γ?h ainsi que ω = α/h et il vient
w = q{(1− ζ) + ζω[ln(ζω/(1− ζ))− 1]}.
12. article qui part du principe qu’une guerre d’usure implique des temps de re´sidence plus longs que le temps
que l’on consacrerait seul a` l’agre´gat, observe le contraire et en de´duit que le mode`le de guerre d’usure est
re´fute´ chez cette espe`ce (Pachycrepoideus vindemmiae).
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Pourquoi faudrait-il donc que l’on joue a` ce jeu si le paiement espe´re´ n’est pas
meilleur que la valeur que l’on se garantit en n’y jouant pas? A` la lueur de la
the´orie des jeux d’e´volution, la re´ponse n’est pas de´nue´e de sens : afin de pre´venir
la prolife´ration d’un trait mutant, particulie`rement joueur. Autrement dit, un mutant
de´sobe´issant a` la convention Charnovienne de ne pas jouer n’aurait aucun mal, de par son
gain de ressource, a` envahir la population conventionnelle. Notons en retour qu’adopter une
telle strate´gie, qui semble e´volutivement stable, n’impose pas de couˆt supple´mentaire puisque
la valeur du jeu reste la meˆme.
En outre, la the´orie des jeux d’e´volution propose une interpre´tation alternative des strate´-
gies mixtes. Plutoˆt que de conside´rer une population monomorphe dans laquelle une strate´gie
stochastique commune est adopte´e, on peut, de fac¸on e´quivalente, conside´rer une popula-
tion polymorphe dans laquelle des strate´gies pures sont distribue´es selon P ?. Puisque P ? est
e´galisante, tous les individus au sein de cette population peuvent espe´rer le meˆme succe`s.
Dans une population au sein de laquelle les individus sont sujets a` des ren-
contres propices aux guerres d’usure, cela correspond a` distribuer, selon P ?, un
temps de persistence fixe a` chacun. Autrement dit, on est en droit de s’attendre
a` une variabilite´ intra-spe´cifique en terme de capacite´ a` re´sister a` l’interfe´rence.
En effet, dans ce type d’interaction, l’interfe´rence est vue telle une pertubation et non telle
une variable de de´cison, par opposition aux mode`les de type ‘faucon-colombe’ par exemple
[102, 48, 47]. L’interfe´rence affecte e´galement tous les acteurs du jeu.
A` cet e´gard, il est inte´ressant de constater que l’article [161] rend compte de “l’exis-
tence d’une variabilite´ ge´ne´tique intra-spe´cifique, significative, en terme de sus-
ceptibilite´ a` l’interfe´rence”, agissant sur le temps que ces gueˆpes parasito¨ıdes (la`
encore), s’appreˆtent a` investir. De plus, ne fut releve´e aucune diffe´rence en terme d’ag-
gressivite´ parmi les compe´titrices (donne´es non publie´es). Par conse´quent, ces interactions
intra-spe´cifiques semblent eˆtre gouverne´es par des jeux de type guerre d’usure plutoˆt que
faucon-colombe.
Cependant, le lien avec de suppose´s ge´notypes de´terminant le seuil de migration [115] reste
quelque peu pre´mature´, ne serait-ce que d’un point de vue mathe´matique puisque la stabilite´
de l’e´quation des re´plicateurs [73] reste a` e´tablir dans le cas d’une guerre d’usure. En effet,
l’e´ventuelle convergence de la dynamique des re´plicateurs dans un espace de dimension infinie
(un continuum de traits) est une question ouverte [36, 37, 129].
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Jusqu’a` pre´sent, nous avons restreint l’art de la cueillette a une gestion subtile du temps
consacre´ a` chaque agre´gat de ressource, d’apre`s le mode`le initial de Charnov [29]. Toutefois,
une bonne cueillette ne se limite pas a` cela ; il faut aussi de´cider de quelles ressources s’appro-
visionner. Quelles sont celles qui valent la peine que l’on y consacre un temps si pre´cieux? A`
nouveau, ce fut a` Charnov d’apporter un premier e´le´ment de re´ponse [28]. Son mode`le origi-
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nal conside`re une ressource plurielle qui varie a` la fois en profitabilite´ et en abondance, mais
est cette fois distribue´e dans l’espace de fac¸on re´gulie`re et homoge`ne (ce qui contraste avec
le mode`le que nous avons de´velope´ jusqu’ici, dans lequel la ressource se pre´sente sous forme
singulie`re et agre´ge´e). Ces deux piliers de la the´orie de la cueillette optimale (cf. Figure 2.7)
furent donc base´s sur des hypothe`ses quelque peu distantes. MacNamara, Houston et Webb
[107] se charge`rent quant a` eux de la pose du tablier.
Fig. 2.7 – Le logo de la confe´rence de l’International Society for Behavioural Ecology,
Tours, 2006. Il fait re´fe´rence aux deux mode`les [29, 28] sur lesquels la
the´orie de la cuillette optimale s’est construite.
2.6.1 Cueillette optimale : l’ingrate unification
Il est bien connu [28, 79] qu’un cueilleur se doit d’accepter une ressource i si sa valeur
(e´nerge´tique) ei vaut le temps requis pour se la procurer hi. Comme pre´ce´demment (e´quation
(2.23)), nous faisons de γ? le taux de conversion du temps en ressource [106]. Par conse´quent,
il s’agit d’accepter la ressource i si et seulement si γ? ≤ ei/hi. Appelons profitabilite´ de la
ressource i le rapport ei/hi. Posons aussi
δi := ei − γ?hi . (2.28)
Une fois la politique optimale obtenue telle une fonction de γ?, on peut obtenir γ? et de ce fait
la composition du menu optimal ; ceci est de´taille´ dans l’article [107], dans lequel les auteurs
pre´sentent un algorithme qui converge vers la solution.
Toutefois, en guise de transition et afin d’introduire notre approche de re´solution tant
qu’elle ne concerne qu’un seul joueur, rede´montrons ce re´sultat (notre approche se situe non
loin de celle de l’auteur de [112]).
Soit x le vecteur d’e´tat : il contient les proportions xi ∈ [0,1] de chaque type de ressource
pre´sent sur l’agre´gat. Aussi, soit u le vecteur de de´cision : il contient les propensions 13 ui ∈ [0,1]
13. ou taux d’acceptation ou probabilite´ d’accepter, c’est e´quivalent.
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a` accepter chaque type de ressource disponible. Enfin, posons x˙ := dx/dt, ou` t est le temps
de re´sidence sur l’agre´gat.
Une simple extension du mode`le de la Section 2.3 (e´quations (2.2) er (2.3)) donne :
∀i ∈ {1, . . . ,N} , qx˙i = − uixi
α+
∑N
j=1 ujxjhj
, xi(0) = x0i ;
N∑
i=1
x0i = 1 . (2.29)
De meˆme qu’auparavant (comme en (2.23)), nous introduisons le crite`re suivant (a` maxi-
miser) :
J(x0,u(·),t?) =
∫ t?
0
L(x(t),u(t))dt avec L(x,u) = −
N∑
j=1
ejqx˙j − γ? , (2.30)
ou` t? est le temps final, libre.
Nous affirmons le re´sultat suivant :
The´ore`me 2.5 La politique optimale dans le proble`me e´nonce´ par les e´quations (2.29) et
(2.30) est donne´e par
– ∀t ∈ [0,t?], prendre ui =

1 si γ? < ei/hi
arbitraire dans [0,1] si γ? = ei/hi
0 si γ? > ei/hi
– et partir de`s que
∑N
j=1 ujxj(ej − γ?hj)− γ?α ≤ 0.
Preuve :
Soit s tel que dt = qDds avec D := α+
∑N
j=1 hjujxj . Soit x˚ := dx/ds. La dynamique (2.29)
devient la fonction f(x,u) suivante :
x˚i = −uixi , xi(0) = x0i .
Le crite`re (2.30) peut donc eˆtre exprime´ comme suit :
J (x0,u(·),s?) := J(x0,u(·),t(s?))/q =
∫ s?
0
L(x(s),u(s))ds avec L(x,u) =
N∑
j=1
ujxjej −γ?D .
Puisque ∂J (x0,u(·),s)/∂s = L(x(s),u(s)), une condition ne´cessaire pour s’arreˆter est que
L(x,u) s’annule. D’ou` l’affirmation du the´ore`me quant a` la re`gle de de´part. Notons que cela
correspond a` la re`gle de de´part de Charnov.
Soit λ le vecteur adjoint de l’e´tat x. On obtient le Hamiltonien suivant :
H(λ,x,u) = L(x,u) + 〈λ,f(x,u)〉 =
N∑
j=1
(δj − λj)ujxj − αγ? ,
ou` δi est donne´ par l’e´quation (2.28).
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Selon le principe du maximum de Pontryagin [121], si une politique u?(·) engendre une tra-
jectoire x?(·), optimale, alors il existe une trajectoire adjointe λ(·) continue telle que
λ˚ = −∇xH(λ,x?(·),u?(·))
λ(s?) = 0
H(λ(s?),x(s?),u(s?)) = 0∣∣∣∣∣ ∀s ∈ [0,s?] ou` u?(·) est continue ,H(λ(s),x?(s),u?(s)) = maxu∈[0,1]n H(λ(s),x?(s),u)
. (2.31)
La dernie`re des conditions ci-dessus se traduit en la fonction de commutation suivante :
σi := ∂H/∂ui = (δi − λi)xi ,
qui correspond a` la politique optimale, dite bang-bang, suivante :
u?i =
{
1 si σi > 0
0 si σi < 0
.
Le cas singulier σi = 0 rend le cueilleur indiffe´rent a` la ressource i ; il peut l’accepter comme
la rejeter, cela satisfait les conditions d’optimalite´.
On a aussi :
λ˚i = −∂H/∂xi = −(δi − λi)ui , λi(s?) = 0 .
D’ou` σ˚i = 0. Par conse´quent, le signe de σi est invariant, et la politique optimale est ainsi :
∀t ∈ [0,t?] , ui =

1 si γ? < ei/hi
arbitraire dans [0,1] si γ? = ei/hi
0 si γ? > ei/hi
.

Comme mentionne´ par les auteurs de [107], la raison pour laquelle l’auteur de [112] obtient
un re´sultat autre est qu’il conside`re (en toute conscience), tel une contrainte, un temps de
re´sidence fixe 14. Notons que dans ce mode`le, seul le cas non ge´ne´rique γ? = ei/hi donne
lieu a` des pre´fe´rences partielles [105] : c’est-a`-dire que certains types de ressources
peuvent eˆtre tantoˆt accepte´s, tantoˆt rejete´s (ici indiffe´remment), c’est optimal.
Autrement dit, ce mode`le pre´tend qu’un type de ressource donne´ devrait eˆtre syste´mati-
quement accepte´ ou syste´matiquement rejete´, pourvu que la qualite´ de l’environnement (ici re-
pre´sente´e par γ?) soit stationnaire. Or il semble qu’il s’agisse plutoˆt de l’exception qui confirme
la re`gle car des pre´fe´rences partielles sont commune´ment observe´es chez de nombreuses es-
pe`ces [130, 131]. Toutefois, cette pre´diction repose sur le fait que le temps disponible pour
14. C’est l’objet de l’Annexe D.
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profiter pleinement de l’agre´gat est laisse´ a` la seule volonte´ du cueilleur. En effet, l’Annexe
D montre qu’a` l’extreˆme oppose´, si le temps dont on dispose est arbitrairement re´duit, la
politique optimale donne alors lieu a` des pre´fe´rences partielles.
Ainsi la question de la robustesse de ce mode`le a` une incertitude concernant le temps
dont on dispose pour profiter pleinement de l’agre´gat se pose-t-elle. En d’autres termes, ce
temps n’est, en ge´ne´ral, ni arbitrairement fige´, ni laisse´ a` la seule volonte´ du cueilleur, mais est
susceptible de se voir e´courte´ par un e´ve`nement perturbateur, tel la pre´sence soudaine d’un
pre´dateur aux abords de l’agre´gat. Aussi l’arrive´e inopine´e d’un conge´ne`re change-t-elle la
donne car s’en suit une situation de compe´tition pour les meilleures ressources. Commenc¸ons
par e´claircir ce point.
2.6.2 Le jeu synchrone
Les auteurs de l’article [75] argumentent que lorsqu’un “grand nombre” de cueilleurs se
disputent une ressource plurielle, la politique e´volutivement stable consiste a` maximiser son
rythme d’acquisition, disons, d’e´nergie, a` chaque instant. Il s’agit donc en premier lieu de se
focaliser sur la meilleure ressource, ou eˆtre se´lectif . Puis, de`s lors que cela ame´liore
le rythme d’acquisition d’e´nergie, d’eˆtre opportuniste ou accepter toute ressource qui
vient a` sa porte´e 15. Aussi, les articles [112, 153] rele`vent que pour un nombre de cueilleurs
relativement faible, il s’agit de commuter“plus toˆt”vers un re´gime opportuniste. De plus, leurs
deux approches mettent en e´vidence une convergence des instants de commutation vers ceux
qui correspondent a` une maximisation du rythme d’acquisition d’e´nergie lorsque le nombre
de cueilleurs va croissant. Dans cette section, notre but est d’identifier clairement l’e´quilibre
e´volutivement stable via une approche similaire a` celle de l’auteur de [112], a` ceci pre`s que
nous ne figerons, ni le temps de re´sidence, ni l’e´tat final, de l’agre´gat.
D’apre`s la Section 2.6.1, nous restreignons maintenant la gamme des ressources conside´re´e
a` celles qu’un cueilleur seul inclurait dans son re´gime alimentaire et ne conside´rons dore´navant
que deux types de ressources : ∀i ∈ {1,2}, δi = ei − γ?hi ≥ 0 (les ressources rejete´es lorsque
l’on est seul et dispose de tout son temps devraient a fortiori eˆtre rejete´es en compe´tition).
Posons aussi
ζ := e1h2 − e2h1 ≥ 0 , (2.32)
puisque e2/h2 ≤ e1/h1 par hypothe`se.
Tout comme l’auteur de [112], nous recherchons la politique optimale contre une strate´gie
pre´sume´e commune´ment adopte´e par le reste de la population. Si cette dernie`re est la meilleure
re´ponse a` elle-meˆme, alors elle constitue un e´quilibre e´volutivement stable.
Dans un premier temps, nous ferons l’hypothe`se que les autres membres de
la population sont toujours opportunistes et mettrons en e´vidence que contre de
tels joueurs, la strate´gie optimale est, dans un premier temps, d’eˆtre se´lectif, pour
15. l’auteur de [70] mentionne aussi l’opportunite´ d’une telle strate´gie en compe´tition.
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ensuite commuter a` l’opportunisme. Afin de construire une varie´te´ de commuta-
tion dans l’espace d’e´tat, on fera usage d’une technique de synthe`se re´gulie`re (cf.
Section 1.2.5). Dans un second temps, nous supposerons que cette strate´gie qui
consiste a` commuter de se´lectivite´ vers opportunisme est adopte´e par le reste
de la population. Dans un souci de cohe´rence, nous nous devons d’autoriser la
politique adverse a` re´troagir sur l’e´tat. Ceci, en retour, induit des discontinuite´s
et autres particularite´s qu’il nous faudra prendre en compte afin de montrer que
la meilleure re´ponse a` cette strate´gie est elle-meˆme. Tout au long de notre rai-
sonnement, nous nous re´fe`rerons a` la Figure 2.8, qui repre´sente l’espace d’e´tat
(x1,x2).
Soit n le nombre de cueilleurs en compe´tition sur l’agre´gat. Soit u la variable de de´cision
du cueilleur focal, ou sa propension a` accepter la ressource 2 (la ressource 1, plus profitable
selon (2.32), doit, cela va de soi, toujours eˆtre accepte´e). Aussi, soit v la variable de de´cision
adverse.
Soit D(u) := α + h1x1 + uh2x2. La dynamique (2.29) prise avec 2 (et non plus N) types
de ressources et e´tendue a` n joueurs se traduit comme suit :{
qx˙1 = −x1/D(u)− (n− 1)x1/D(v) , x1(0) = x01
qx˙2 = −ux2/D(u)− v(n− 1)x2/D(v) , x2(0) = x02
. (2.33)
Le crite`re du joueur focal est quant a` lui inchange´ par rapport a` (2.30) :
J(x0,u(·),t?) =
∫ t?
0
L(x(t),u(t))dt avec L(x,u) = e1x1/D(u) + ue2x2/D(u)− γ? (2.34)
ou` x(·) satisfait (2.33) et ou` t? est un temps final libre. En effet, nous nous focalisons sur
l’un des n joueurs, n’importe lequel d’entre eux, ils sont suppose´s identiques ; le
crite`re de chaque autre joueur est tout a` fait analogue. Le joueur focal agit sur u.
Les n− 1 autres joueurs sont suppose´s adopter une strate´gie commune qui re´sulte
en la de´cision v(·). C’est au travers de la dynamique (2.33) qu’ils influent sur le
paiement du joueur focal.
Nous affirmons le re´sultat suivant (voir Figure 2.8) :
The´ore`me 2.6 L’unique e´quilibre de Nash pur et syme´trique en re´troaction sur l’e´tat du jeu
e´nonce´ par les e´quations (2.33) et (2.34) correspond a` :
– jouer
{
u = 0 tant que S(x) ≤ 0
u = 1 tant que S(x) > 0
, ou` S(x) est donne´ par l’e´quation (2.46)
– et quitter le jeu de`s que δ1x1 + δ2x2 − γ?α ≤ 0.
Preuve :
Posons s tel que dt =: qD(u)ds. Adoptons la notation x˚ := dx/ds. La dynamique (2.33)
devient la fonction f(x,u) suivante :{
x˚1 = −x1(1 + (n− 1)D(u)/D(v)) , x1(0) = x01
x˚2 = −x2(u+ v(n− 1)D(u)/D(v)) , x2(0) = x02
. (2.35)
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Fig. 2.8 – Le champ de trajectoires Nash-optimal dans l’espace d’e´tat (x1,x2) des pro-
portions de ressources 1 et 2.
Aussi, le crite`re (2.34) peut de`s lors eˆtre exprime´ comme suit. Soit
J (x0,u(·),s?) := J(x0,u(·),t(s?))/q =
∫ s?
0
L(x(s),u(s))ds ,
avec L(x,u) = e1x1 + ue2x2 − γ?D(u).
On a clairement ∂J /∂s? = L(x(s?),u(s?)) = 0. Par conse´quent, le varie´te´ terminale est donne´
par L(x,·) = 0 ; cela correspond a` la re`gle de de´part de Charnov. Le segment incline´ sur la
gauche de la Figure 2.8 repre´sente cette varie´te´ terminale (apre`s que l’on eut connu le u(s?)
optimal).
Soit λ le vecteur adjoint associe´ a` l’e´tat x, gouverne´ par (2.35). On obtient le Hamiltonien
suivant :
H(λ,x,u) = e1x1 + ue2x2 − γ?D(u)− λ1x1(1 + (n− 1)D(u)/D(v)) (2.36)
−λ2x2(u+ v(n− 1)D(u)/D(v)) .
D’apre`s le principe du maximum de Pontryagin 16, de par le fait que le Hamiltonien est affine
en u, la politique optimale est bang-bang, re´gie par la fonction de commutation suivante :
σ = [δ2 − λ1(n− 1)h2x1/D(v)− λ2(1 + v(n− 1)h2x2/D(v))]x2 . (2.37)
16. tant que la strate´gie adverse est Lipschitz continue, ici constante, en x.
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Viennent les e´quations adjointes (cf. Section 1.2.5) :
λ˚1 = λ1[(1 + (n− 1)D(u)/D(v)) + (n− 1)h1x1(1/D(v)−D(u)/D(v)2)] + (2.38)
λ2v(n− 1)h1x2(1/D(v)−D(u)/D(v)2)− δ1 , λ1(s?) = 0 .
λ˚2 = λ2[(u+ v(n− 1)D(u)/D(v)) + v(n− 1)h2x2(u/D(v)− vD(u)/D(v)2)] +
λ1(n− 1)h2x1(u/D(v)− vD(u)/D(v)2)− uδ2 , λ2(s?) = 0 .
Il apparaˆıt que u?(s?) = 1 car σ(s?) = δ2x2 ≥ 0 par hypothe`se (l’adjoint final est nul, selon le
principe du maximum, en (2.31)).
Tout comme dans [112], nous admettrons dans un premier temps que la strate´gie adverse est
d’eˆtre opportuniste (v = 1). La politique optimale s’obtient donc via inte´gration re´trograde
des e´quations adjointes vues plus haut, prises avec v = 1. Tant que σ reste positif (en temps
re´trograde), l’optimal est d’eˆtre opportuniste. Donc si tel sce´nario tient jusqu’a` l’instant initial,
eˆtre opportuniste de bout en bout constitue un e´quilibre e´volutivement stable. Si par contre σ
change de signe au cours de l’inte´gration re´trograde, eˆtre se´lectif devient subitement optimal
face a` des opportunistes, du moins localement. Par syme´trie entre les cueilleurs, si un tel point
de commutation apparaˆıt, alors il pre´vaut pour quiconque est pre´sent sur l’agre´gat. Le cas
e´che´ant, il nous faudra dans un second temps conside´rer que v commute a` ze´ro (en temps
re´trograde) et qu’il en reste ainsi jusqu’a` l’instant initial s = 0. Cependant, un pre´alable a`
toute re´ite´ration (en temps re´trograde) de ce processus est qu’eˆtre se´lectif soit optimal face a`
une strate´gie adversaire tout aussi se´lective.
Soit (sˆ,xˆ) le premier (en temps re´trograde) point de commutation, s’il en est un, ou (0,x(0))
sinon. Par dela` ce point, eˆtre opportuniste est optimal jusqu’au temps final s?. L’exposant +
de´signera la re´gion de l’espace d’e´tat correspondante. Nous postulons que, dans la re´gion +,
l’e´quilibre de Nash est donne´ par u = v = 1. Ainsi, soit D+ := D(1) = α + h1x1 + h2x2. On
a, d’apre`s (2.35) et (2.38), ∀s ∈ (sˆ,s?), ∀i ∈ {1,2},
x˚i = −nxi , xi(s?) =: x?i et λ˚+i = nλ+i − δi , λ+i (s?) = 0 .
Aussi, nous obtenons d’apre`s (2.37) :
σ+ = [δ2 − λ+1 (n− 1)h2x1/D+ − λ+2
(
1 + (n− 1)h2x2/D+
)
]x2 (2.39)
et, d’apre`s (2.36),
H+ = e1x1 + e2x2 − γ?D+ − λ+1 x1n− λ+2 x2n . (2.40)
Il vient ∀s ∈ (sˆ,s?), ∀i ∈ {1,2},
xi(s) = x?i e
n(s?−s) et λ+i (s) = δi
(
1− e−n(s?−s)
)
/n . (2.41)
Par conse´quent,
λ+1 (s) = δ1(1− x?1/x1)/n ≥ 0 . (2.42)
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De plus, on remarque d’apre`s l’e´quation (2.41) que ∀s ∈ (sˆ,s?), x?1/x1 = x?2/x2 donc que x1/x2
est invariant pour tout s ∈ [sˆ,s?] (cette proprie´te´ re´sulte de notre hypothe`se d’exploration
ale´atoire de l’agre´gat et c’est la raison pour laquelle dans la Figure 2.8, le champ de trajectoires
Nash-optimal est radial). De surcroˆıt, sachant que le Hamiltonien reste constant tout au long
de la trajectoire suivie, donc, d’apre`s le principe du maximum (2.31), qu’il est nul pour tout
x, nous obtenons, d’apre`s (2.40) et (2.42), ∀s ∈ (sˆ,s?), ∀i ∈ {1,2},
x?i /xi =
γ?α
x1δ1 + x2δ2
. (2.43)
D’ou` l’affirmation du the´ore`me quant a` la re`gle de de´part.
Aussi, d’apre`s (2.42), il se trouve que la fonction de commutation (2.39) peut eˆtre re´e´crite
comme suit :
σ+ =
[
(e2 − λ+2 )(α+ h1x1)− (e1 − λ+1 )h2x1
]
x2/D
+ .
Admettons qu’il y ait un point de commutation (sˆ,xˆ) par de´finition tel que σ+(sˆ) = 0 17.
Ve´rifions que commuter u reste optimal si v commute aussi en ce point. L’exposant − de´signera
la re´gion de l’espace d’e´tat ou` nous conjecturons que l’e´quilibre de Nash est donne´ par u =
v = 0. Ainsi, soit D− := D(0) = α+ h1x1. Vient la fonction de commutation de la zone − :
σ−(sˆ) = [δ2 − λ−1 (sˆ)(n− 1)h2xˆ1/D−(sˆ)− λ−2 (sˆ)]xˆ2 .
Aussi, on a H−(sˆ) = e1xˆ1 − γ?D−(sˆ)− λ−1 (sˆ)xˆ1n.
Remarquons que l’instant sˆ de´pend de la trajectoire conside´re´e, de sorte que x(sˆ) de´crit une
varie´te´ de commutation S(x) = 0 (la courbe symbolique de la Figure 2.8). Par conse´quent,
λ−1 (sˆ) et λ
−
2 (sˆ) doivent satisfaire le syste`me d’e´quation ci-dessous (la diffe´rence des vecteurs
adjoint est une normale a` la varie´te´ [11], cf. Section 1.2.4): λ
−
1 (sˆ)
λ−2 (sˆ)
−H−(sˆ)
 =
 λ
+
1 (sˆ)
λ+2 (sˆ)
−H+(sˆ)
+ κ
 ∂S(sˆ)/∂x1∂S(sˆ)/∂x2
∂S(sˆ)/∂s
 , (2.44)
ou` κ est un scalaire a` de´terminer et S toute fonction qui caracte´rise la varie´te´ σ+ = 0 dans
le plan (x1,x2). En effet, les e´quations (2.42) et (2.43) montrent clairement que σ+ peut eˆtre
exprime´e telle une fonction de x1 et x2 seuls (nulle de´pendance en s). On a bien ∂S/∂s = 0
(S ne de´pend que de x). Par conse´quent, H−(sˆ) = H+(sˆ) = 0 et il vient λ−1 (sˆ) = [e1xˆ1 −
γ?D−]/xˆ1n. Ainsi λ−1 (sˆ)−λ+1 (sˆ) = (δ1x?1−γ?α)/(xˆ1n) ≤ 0 car L(s?) = δ1x?1+δ2x?2−γ?α = 0.
De plus, de par le fait que H−(sˆ) = 0, σ−(sˆ) peut eˆtre re´e´crite comme suit :
σ−(sˆ) =
[
(e2 − λ−2 (sˆ))(α+ h1xˆ1)− (e1 − λ−1 (sˆ))h2xˆ1
]
x2/D
−(sˆ) .
17. l’argument sˆ apparaˆıt pour signifier que nous nous plac¸ons sur un point de commutation.
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De par le fait que σ+(sˆ) = 0, il vient
σ−(sˆ) = κ
(
∂S(sˆ)
∂x1
h2xˆ1 − ∂S(sˆ)
∂x2
(α+ h1xˆ1)
)
xˆ2/D
−(sˆ)
et on a
σ−(sˆ) = [λ−1 (sˆ)− λ+1 (sˆ)]
(
h2xˆ1 − (α+ h1xˆ1)∂S(sˆ)
∂x2
/
∂S(sˆ)
∂x1
)
xˆ2/D
−(sˆ) . (2.45)
Introduisons la fonction implicite xˆ1 = ξ(xˆ2) afin de de´crire la varie´te´ de commutation. Ainsi,
l’e´quation (2.45) se lit aussi :
σ−(sˆ) = [λ−1 (sˆ)− λ+1 (sˆ)]
(
h2xˆ1 + (α+ h1xˆ1)
dξ(xˆ2)
dx2
)
x2/D
−(sˆ) .
Posons S(x1,x2) := n(x1δ1 + x2δ2)D+σ+/x2 ; S peut eˆtre exprime´e comme suit :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
S(x1,x2) = a(x2)x21 + b(x2)x1 + c(x2) ou S(x1,x2) = d(x1)x2 + e(x1), ou`∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a := −(n− 1)δ1ζ ≤ 0
c := x2δ2h/δ1 + δ2γ?α2 ≥ 0
d := −fx1 + δ2h/δ1 = δ2(ax1 + h)/δ1
e := −ax21 + (g + h)x1 + δ2γα2
,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b := −fx2 − g + h avec :
f := −δ2a/δ1 ≥ 0
g := ζγ?α ≥ 0
h := αδ1(e2n− δ2) ≥ 0
.
(2.46)
D’ou` ξ(x2) =
(
−b−√b2 − 4ac
)
/2a. On a
dξ(x2)
dx2
= − d
2aξ(x2) + b
=
δ2
δ1
aξ(x2) + h
2aξ(x2) + b
= − δ2
2δ1
(
1 +
b− 2h√
b2 − 4ac
)
.
Puisque b− 2h ≤ 0, il vient
dξ(x2)
dx2
= − δ2
2δ1
(
1−
√
(b− 2h)2
b2 − 4ac
)
= − δ2
2δ1
(
1−
√
1 +
ι
b2 − 4ac
)
≥ 0
car ι = 4[ac − h(b − h)] = 4nζγ?2α2δ1h2 ≥ 0. D’ou` ∀x2 , dξ(x2)/dx2 ≥ 0 (cela justifie
l’orientation de la courbe de la Figure 2.8). Par conse´quent, σ−(sˆ) ≤ 0.
Tant que u reste nul en temps re´trograde depuis sˆ, on a{
x˚1 = −nx1 , x1(sˆ) =: xˆ1
x˚2 = 0 , x2(sˆ) =: xˆ2
,
et σ− =
[
(e2 − λ−2 )(α+ h1x1)− (e1 − λ−1 )h2x1
]
x2/D
−, avec{
λ˚−1 = nλ
−
1 − δ1 , λ−1 (sˆ) = [e1xˆ1 − γ?D−(sˆ)]/xˆ1n
λ˚−2 = 0 , λ
−
2 (sˆ) inde´termine´
.
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Ainsi, toujours en temps re´trograde depuis sˆ avec u = v = 0, on a{
x1(s) = xˆ1en(sˆ−s)
x2(s) = xˆ2
et
{
λ−1 (s) = (e1x1 − γ?D−)/x1n
λ−2 (s) = λ
−
2 (sˆ)
.
Introduisons y(x1) := e1h2(n−1)x1/[n(α+h1x1)]. Il vient σ−−σ−(sˆ) = y(xˆ1)−y(x1). Or il est
clair que y(x1) est croissante. D’ou` ∀s ∈ [0,sˆ] , σ− ≤ 0. Il y a donc au plus une commutation.
Enfin, il est ne´cessaire de ve´rifier que si le cueilleur focal ne devient pas subitement oppor-
tuniste de`s que la varie´te´ de commutation est atteinte, l’e´tat ne´anmoins transperce la dite
varie´te´, et pe´ne`tre dans la re´gion ou` eˆtre opportuniste est Nash-optimal ; auquel cas il a eut
tort de ne pas commuter. Il s’agit de la “condition de perme´abilite´” [11] 18.
A` cette fin, soit ν = (−1,dξ/dx2) un vecteur normal a` la varie´te´ de commutation pointant
vers la meˆme direction que les trajectoires sortantes. On a
〈ν,f(x,1,1)〉 =
(
x1 − x2 dξdx2
)
> 0 .
Nous calculons
〈ν,f(x,0,1)〉 = x1 + (n− 1) α+ h1x1
α+ h1x1 + h2x2
(
x1 − x2 dξdx2
)
,
qui, de par l’ine´galite´ pre´ce´dente, est clairement positif. Donc la condition de perme´abilite´ est
bien satisfaite.
Par conse´quent, l’e´quilibre e´volutivement stable consiste soit a` eˆtre opportuniste de bout en
bout, soit a` eˆtre se´lectif dans un premier temps, pour ensuite s’adonner a` l’opportunisme.

Caracte´risons a` pre´sent la varie´te´ de commutation. Puisque dans la zone−, x2 est invariant,
on a xˆ2 = 1 − x01, donc xˆ1 = ξ(1 − x01). La Figure 2.9 repre´sente la varie´te´ de commutation
pour plusieurs valeurs de e2, dans l’espace d’e´tat (x1,x2). On constate que xˆ1 est quasiment
inde´pendant de xˆ2. Autrement dit, ce que nous avions repre´sente´ tel une courbe en Figure 2.8
apparaˆıt donc plus proche d’une ligne au long de laquelle x1 est constant.
La Figure 2.10 repre´sente l’application n 7→ xˆ1. On constate que plus grand est le nombre
de cueilleurs pre´sents sur l’agre´gat, plus proche est l’e´quilibre e´volutivement stable d’une
myope maximisation du rythme d’acquisition d’e´nergie.
Conclusion partielle
Nous re´sultats concordent avec ceux de l’article [112], obtenus via une approche similaire
(bien que cet auteur ignore les discontinuite´s qui portent sur les variables adjointes, cf. e´qua-
18. Cependant, il s’agit ici d’un jeu a` somme non-nulle, et on ne peut conclure comme dans [11] que les
variables adjointes sont continues.
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Fig. 2.9 – La varie´te´ de commutation pour diffe´rentes valeurs de e2 dans le plan
(x1,x2). Nous avons pris n = 2, e1 = 1, α = 1, h1 = h2 = 1, γ? = 0.1 et
de gauche a` droite, e2 = {0.125,0.25,0.375}.
tion (2.44)). Notre apport tient au fait que nous ne conside´rons ni le temps de re´sidence ni
l’e´tat final comme e´tant fige´s a priori. Cela nous permet d’analyser la sensibilite´ du point
de commutation aux conditions initiales et notre mode`le re´ve`le 19 qu’il en est quasiment in-
de´pendant. Qualitativement, l’e´quilibre e´volutivement stable est donc proche d’une myope
maximisation du rythme d’acquisition d’e´nergie, une politique qui consiste a` se faire se´lectif
jusqu’a` ce que la meilleure ressource tombe a` un certain seuil (quelle que soit l’abondance de
la seconde ressource par ailleurs), au dec¸a` duquel l’opportunisme est de rigueur. Cependant,
le seuil correspondant a` une strate´gie myope reste une borne infe´rieure ; a` titre d’exemple, on
s’en rapproche d’autant que le nombre de cueilleurs en compe´tition est grand. De surcroˆıt, ces
re´sultats s’accordent aussi avec ceux des articles [75, 153], obtenus par des approches quelque
peu diffe´rentes.
Puisque la strate´gie de se´lection de ressources d’un cueilleur isole´ (non assu-
jetti a` compe´tition) se distingue qualitativement de la politique e´volutivement
stable en compe´tition, se pose maintenant la question de savoir ‘que doit faire un
cueilleur seul si la probabilite´ de se retrouver d’un instant a` l’autre en situation
de compe´tition est non-ne´gligeable?’.
19. comparativement a` [112], puisque l’auteur de l’article [153] observe aussi que le point de commutation est
presqu’inde´pendant des rapports de proies en pre´sence.
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Fig. 2.10 – L’application n 7→ xˆ1. Nous avons pris e2 = 0.25, x01 = 0.5, n ∈ [2,100].
Les autres parame`tres sont inchange´s a` l’e´gard la Figure 2.9. L’axe hori-
zontal est une e´chelle logarithmique. La ligne pointille´e repre´sente xˇ1 ou le
seuil de commutation associe´ a` une myope maximisation du rythme d’ac-
quisition d’e´nergie ; en effet, cela consiste a` eˆtre se´lectif tant que x1 reste
supe´rieur a` xˇ1 := e2α/ζ, un seuil inde´pendant de x2.
2.6.3 Le jeu asynchrone de´terministe
Telle une approche pre´liminaire, cette section traite d’un jeu asynchrone a deux cueilleurs,
dans lequel le temps inter-arrive´es ta est admis de´terministe. Ce peut eˆtre pertinent dans le
cadre d’une cueillette en groupe avec ‘partage d’information’ [56], si l’on admet que le cueilleur
qui repe`re l’agre´gat en premier dispose d’un temps, sinon pre´visible a` la microseconde pre`s,
de distribution e´troite, pour tirer partie de sa de´couverte.
Une fois le second cueilleur sur les lieux, l’e´quilibre e´volutivement stable ne de´pend que
de l’e´tat de l’agre´gat x, tel qu’e´tabli en Section 2.6.2. Reste a` de´terminer la strate´gie qu’il
convient d’adopter avant que l’importun n’entre en jeu.
Nous affirmons le re´sultat suivant (cf. Figure 2.11) :
The´ore`me 2.7 Dans le proble`me a` temps inter-arrive´e ta de´terministe, la strate´gie optimale
pour le premier cueilleur avant l’entre´e en jeu du second est :
– toute politique qui me`ne a` S(x) = 0 au temps t = ta, pourvu que cela soit faisable (auquel
cas il existe une infinite´ de trajectoires optimales).
– sinon, il s’agit, tout au long de la trajectoire, de prendre u = 0, respectivement u = 1, si
cela correspond a` S(x) < 0, respectivement S(x) > 0, au temps t = ta.
Preuve :
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is optimal
being selective
region B−
region B+
is N
ash−optim
al
is Nash−optimal
being selective
being opportunistic
is optimal
being opportunistic
region A
−: t>ta, S<0
region A+: t>ta, S>0
S=0
t=ta t
x
Fig. 2.11 – Ce graphique repre´sente le champ de trajectoires optimal dans l’espace
d’e´tat (t,x). Les re´gions B (before) et A (after) correspondent respective-
ment a` t < ta et t ≥ ta (ou, c’est e´quivalent, a` n = 1 et n = 2). Les signes
− et + de´signent respectivement qu’eˆtre strictement se´lectif ou strictement
opportuniste est (Nash-)optimal dans la re´gion conside´re´e. Les trajectoires
optimales sont, symboliquement, trace´es line´airement. La droite verticale
repre´sente la varie´te´ t = ta. Celle qui est horizontale dans la re´gion A
repre´sente la varie´te´ de commutation donne´e par S(x) = 0. La trajectoire
curviligne dans la re´gion blanche (ou non hachure´e de trajectoires “line´ai-
res”) refle`te le fait que toute trajectoire qui se maintient dans cette re´gion
est optimale.
Puisqu’il nous faut a` pre´sent conside´rer explicitement la variable temps t, faisons en une
variable d’e´tat. La dynamique (2.35) s’e´tend donc comme suit, avec n ∈ {1,2} :
x˚1 = −x1[1 + (n− 1)D(u)/D(v)] , x1(0) = x01 ,
x˚2 = −x2[u+ v(n− 1)D(u)/D(v)] , x2(0) = x02 = 1− x01 ,
t˚ = D(u) , t(0) = 0 .
Dore´navant, nous nous re´fe´rerons a` la Figure 2.11 pour illustrer notre raisonnement ; insistons
sur le fait que ce n’est qu’un croquis qui ne pre´tend qu’a` une valeur symbolique. Dans la re´gion
A (de´finie par t ≥ ta), le champ de trajectoires Nash-optimal est parfaitement connu, d’apre`s
la Section 2.6.2, puisqu’il correspond a` situation de compe´tition directe que nous avons traite´
pour toute condition initiale ; l’e´quilibre evolutivement stable ne de´pend que du signe de S(x).
Reste a` de´terminer le champ de trajectoires optimal dans la re´gion B.
Afin d’alle´ger nos notations, posons µ et H tels le vecteur adjoint et le Hamiltonien associe´s
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aux trajectoires de la re´gion B (la partie du jeu dans laquelle le premier cueilleur est encore
seul), respectivement. Relier µ a` λ se fait via les conditions de transversalite´ relatives a` la
varie´te´ t = ta (voire sa restriction a` l’intersection avec la varie´te´ de commutation donne´e par
S(x) = 0). Puisque le plan t = ta est paralle`le au sous-espace des x, il est par conse´quent
transparent pour cette variable d’e´tat (une normale a` t = ta a une composante en x nulle).
Ainsi la seule discontinuite´ possible sur les vecteurs adjoints concerne les coordonne´es associe´es
a` t, disons µ3 et λ3 (sauf sur l’intersection des deux varie´te´s). Par conse´quent, toujours d’apre`s
la condition de raccordement de la Section 1.2.4, cette courbe unidimensionnelle mise a` part,
on obtient la relation suivante :
µ1(sa)
µ2(sa)
µ3(sa)
−H(sa)
 =

λ1(sa)
λ2(sa)
λ3(sa) = 0
−H(sa) = 0
+ ν

0
0
1
0
 ,
ou` ν est un scalaire a` de´terminer et sa est tel que t(sa) = ta. Pour eˆtre exhaustif, la condition
de transversalite´ associe´e a` la courbe donne´e par l’intersection des deux varie´te´s est la suivante,
mais nous n’aurons pas a` en faire usage :
µ1(sa)
µ2(sa)
µ3(sa)
−H(sa)
 =

λ1(sa)
λ2(sa)
λ3(sa)
−H(sa)
+ κ˜

∂S(sa)/∂x1
∂S(sa)/∂x2
∂S(sa)/∂t = 0
∂S(sa)/∂s = 0
+ ν˜

0
0
1
0
 .
Puisque, dans la re´gion B, avant l’arrive´e du second cueilleur, n = 1, on a
H(x,u,v) = L(x,u,v)− µ1x1 − µ2ux2 + µ3D(u) .
Soit ς = ∂H/∂u = (δ2 − µ2 + h2µ3)x2. Le fait que H(sa) = H(sa) = 0 donne
µ3(sa) = ν = − µ1x1(sa) + µ2ux2(sa)
α+ h1x1(sa) + uh2x2(sa)
.
Ainsi ς(sa) = σ(sa), de´fini en (2.37) : la discontinuite´ sur la variable adjointe associe´e a` t
maintient pre´cise´ment continue la fonction de commutation. De surcroˆıt, on a
µ˚1 = −∂H/∂x1 = δ1 − µ1 + h1µ3 , µ1(sa) = λ1(sa)
µ˚2 = −∂H/∂x2 = −u(δ2 − µ2 + h2µ3) , µ2(sa) = λ2(sa)
µ˚3 = −∂H/∂t = 0 , µ3(sa) = ν
,
et ainsi ς˚ = 0. A` l’aide des quatres sche´mas de la Figure 2.12, e´voquons a` pre´sent la ge´ome´trie
possible des champs de trajectoires. Car eˆtre opportuniste (u = 1) n’affecte pas autant la
ressource de meilleure qualite´ qu’eˆtre se´lectif (u = 0) au cours d’un meˆme laps de temps,
le quatrie`me cadrant repre´sente un sce´nario impossible. Si eˆtre se´lectif jusqu’a` l’arrive´e du
84 Jeux de cueillette
second cueilleur me`ne a` S(x(sa)) < 0 (deuxie`me cadrant), c’est optimal. Aussi, si eˆtre oppor-
tuniste implique S(x(sa)) > 0 (premier quadrant), c’est optimal. Sinon (troisie`me cadrant),
la politique optimale est telle que S(x(sa)) = 0. De plus, puisque dξ/dx2 ≥ 0, le sce´nario du
troisie`me cadrant, si l’on conside`re la ligne pointille´e telle la varie´te´ de commutation, ne peut
se produire. De ce fait, il n’y a aucun e´tat ante´rieur a` ta au travers duquel les trajectoires
des deux champs extre´maux se faufileraient. Au contraire, il y a bien un vide (une re´gion non
recouverte par nos champs extre´maux) entre les zones + et − de la re´gion B en Figure 2.11.
43
21
x2x2
x2
x1
x1
x1
x2
x1
Fig. 2.12 – Chaque cadrant repre´sente un plan (x1,x2). Les fleˆches correspondent a`
de possibles trajectoires. Les courbes pleines repre´sentent la varie´te´ de
commutation S(x) = 0. L’horizon temporel est le meˆme pour toutes les
trajectoires repre´sente´es : ‘eˆtre se´lectif ’ et ‘eˆtre opportuniste’.
L’Annexe D donne le temps ne´cessaire pour aller d’un point a` un autre de l’espace d’e´tat
(x1,x2) (car cela ne de´pend pas du chemin suivi), via la meˆme dynamique, prise avec n = 1.
On obtient donc le lieu des tous les points que l’on peut atteindre en un temps ta depuis un
point donne´ (x01,x
0
2) (la varie´te´ repre´sente´e par un trait mixte dans le troisie`me cadrant de la
Figure 2.12 contient le dit lieu). Plus pre´cie´ment, cette varie´te´ correspond a` l’application
x1 7→ x02 − [ta − α ln(x01/x1)− (x01 − x1)h1]/h2 ,
a` l’e´vidence de´croissante monotone. Ainsi, pour chaque condition initiale, il existe un unique
point (xˆ1,xˆ2) tel que S(xˆ1,xˆ2) = 0 au temps ta (il s’agit de l’intersection des deux varie´te´s).
Par conse´quent, toute trajectoire qui reste dans le vide doit atteindre ce point et renvoit donc
le meˆme paiement. Enfin, puisqu’aucune trajectoire ne peut pe´ne´trer l’un des deux champs
extre´maux, toute trajectoire qui se maintient dans le vide et atteint la varie´te´ de commutation
au temps t = ta est optimale.
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
2.6.4 Le jeu asynchrone stochastique
Reste a` savoir quelle est la politique de cueillette optimale lorsqu’il y a un risque de se
retrouver subitement en compe´tition pour les ressources ; autrement dit, si le temps inter-
arrive´es de nos cueilleurs est ale´atoire.
Tout comme dans la section pre´ce´dente, une fois l’importun entre´ en jeu, la politique
optimale ne de´pend plus que de l’e´tat courant x telle que de´taille´e en Section 2.6.2. Par
conse´quent, le paiement Nash-optimal futur V2(x) est connu. Reste a` de´terminer la strate´gie
a` adopter avant l’entre´e en jeu e´ventuelle d’un concurrent.
Remarquons que traiter le cas particulier dans lequel ∀x , V2(x) = 0 correspond a` re´soudre
un proble`me de cueillette a` temps d’arreˆt ale´atoire, provoque´ par exemple par la soudaine
pre´sence d’un pre´dateur aux abords de l’agre´gat.
Faisons de cette e´ventuelle perturbation une variable de Poisson d’intensite´ pi. Pour autant,
le temps a toujours un couˆt (en terme d’occasions manque´es) de γ? a` l’unite´. Ainsi le cueilleur
reste incite´ a` quitter l’agre´gat en queˆte d’opportunite´s meilleures.
Soit t? le temps que le cueilleur s’appreˆte a passer sur l’agre´gat s’il n’est interrompu et 
un temps d’arreˆt ale´atoire, exponentiellement distribue´ d’espe´rance 1/pi.
Notre dynamique est la suivante :{
qx˙1 = −x1/D(u) , x1(0) = x01
qx˙2 = −ux2/D(u) , x2(0) = x02
. (2.47)
Aussi, notre crite`re est le suivant :
G(x0,u(·),t?) = E
[∫ ∧t?
0
L(x(t),u(t))dt+
{
V2(x()) si  < t?
0 sinon
]
, (2.48)
avec L(x,u) = e1x1/D(u) + ue2x2/D(u)− γ?.
Nous affirmons le re´sultat suivant :
The´ore`me 2.8 La politique optimale dans le proble`me a` temps inter-arrive´e stochastique
e´nonce´ par les e´quations (2.47) et (2.48) est bang-bang et ne compte pas plus d’une commu-
tation, qui le cas e´che´ant se fait de u = 0 vers u = 1 et est ante´rieure a` la rencontre de la
varie´te´ S(x) = 0. La politique de de´part reste celle e´nonce´e dans le the´ore`me 2.6 : quitter le
jeu de`s que δ1x1 + δ2x2 − γ?α ≤ 0..
Preuve :
De par le fait que P ( > t?) = e−pit? , on a :
G(x0,u(·),t?) = E<t?
[∫ 
0
L(x,u)dt+ V2(x)
]
+ e−pit
?
∫ t?
0
L(x,u)dt
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=
∫ t?
0
[(∫ 
0
L(x,u)dt
)
+ V2(x)
]
pie−pid+ e−pit
?
∫ t?
0
L(x,u)dt ,
=
∫ t?
0
L(x,u)
(∫ t?
t
pie−pid
)
dt+
∫ t?
0
V2(x)pie−pid+ e−pit
?
∫ t?
0
L(x,u)dt ,
=
∫ t?
0
[L(x,u) + piV2(x)]e−pitdt .
Introduisons la fonction f(x,u) suivante, dynamique e´quivalente a` (2.47) :{
x˚1 = −x1 , x1(0) = x01
x˚2 = −ux2 , x2(0) = x02
,
notre crite`re s’exprime comme suit :
G(x0,u(·),t(s?)) = q
∫ s?
0
L(x,u)e−pit(s)ds , L(x,u) = δ1x1 + uδ2x2 − γ?α+ piV2(x)D(u) ,
avec t(s) := αs+ h1(x01 − x1) + h2(x02 − x2) (cf. Annexe D) et t(s?) := t?.
Cependant, conside´rons le crite`re suivant, e´quivalent :
G(x0,u(·),s?) = epi(h1x01+h2x02)G(x0,u(·),t(s?))/q =
∫ s?
0
L(x,u)e−pi(αs−h1x1−h2x2)ds .
Notre proble`me a` temps d’arreˆt stochastique est ainsi e´quivalent au proble`me de´terministe
ci-dessus. Notre proble`me formule´ de la sorte, on voit que le temps de de´part optimal est tel
que L soit nul. Puisque V2 est nul au dela` de la varie´te´ δ1x1 + δ2x2 − γ?α = 0, cette dernie`re
est la varie´te´ terminale correspondant a` notre proble`me.
Aussi, introduisons la fonction valeur V , ou le paiement futur (Nash-)optimal, solution de
l’e´quation de Hamilton-Jacobi-Bellman suivante :{
∀x , V (x,s?) = 0 et ∀(x,s < s?) ,
−∂V (x,s)/∂s = maxu
[〈∇xV (x,s),f(x,u)〉+ L(x,u)e−pi(αs−h1x1−h2x2)] .
Soit V (x,s) =: e−pi(αs−h1x1−h2x2)V(x), ∀i ∈ {1,2}, µi := ∂V/∂xi et V(x) := V(x) − V2(x) ; V
est ainsi solution de l’e´quation de Hamilton-Jacobi-Bellman stationnaire suivante :{
∀(x|L(x,·) ≤ 0) , V(x) = 0 et ∀(x|L(x,·) > 0) ,
αpiV(x) = maxu [x1(δ1 − pih1V(x)− µ1) + ux2(δ2 − pih2V(x)− µ2)− γ?α] .
(2.49)
Remarquons que V(x) est en effet la valeur optimale associe´e a` notre crite`re G. Par conse´quent
V(x) est non-ne´gative.
Puisque le terme entre crochets dans l’e´quation de HJB ci-dessus (2.49) est affine en u, la
strate´gie optimale ne peut qu’eˆtre bang-bang. Introduisons la fonction de commutation σ =
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δ2− pih2V(x)−µ2. Nous conjecturons qu’intervient, au plus, une commutation. L’exposant +
de´signera la re´gion de l’espace d’e´tat qui se trouve par dela` le point de commutation, ou` nous
postulons que le controˆle optimal est u = 1. Ainsi soit D+ := D(1) = α+ h1x1 + h2x2.
On a ∀i ∈ {1,2}, µ+i (s?) = 0. Vient σ+(s?) = δ2 ≥ 0, par hypothe`se, d’ou` u(s?) = 1. Ainsi,
juste avant que l’on s’en aille, la politique optimale est d’eˆtre opportuniste : accepter toute
ressource qui vient a` sa porte´e.
L’e´quation de Hamilton-Jacobi-Bellman (2.49) impose que ∀(x|L > 0) dans la re´gion +,
piD+V+(x) = x1(δ1 − µ+1 ) + x2(δ2 − µ+2 )− γ?α .
Soit ∀i ∈ {1,2}, νi := ∂V/∂xi = µi − λi, car λi = ∂V2/∂xi.
D’apre`s la the´orie classique des caracte´ristiques [26], on a ∀i ∈ {1,2},
µ˚+i = piD
+ν+i − (δi − pihiV+(x)− µ+i ) , µ+i (sˆ) = µˆi .
Vient ainsi σ˚+ = pih2(x1ν+1 + x2ν
+
2 )− µ˚+2 = pih2x1ν+1 − piD−ν+2 + σ+.
Il s’agit a` pre´sent de montrer que si σ+ devient nul (en temps re´trograde), commuter u a` ze´ro
reste optimal jusqu’au retour au temps initial. L’exposant − de´signera la re´gion de l’espace
d’e´tat ou` notre conjecture est que le controˆle optimal est u = 0. Ainsi soit D− := D(0) =
α+ h1x1.
Dans cette re´gion, l’e´quation de Hamilton-Jacobi-Bellman impose ∀x,
piD−V−(x) = x1(δ1 − µ−1 )− γ?α . (2.50)
via la the´orie des caracte´ristiques, nous obtenons :{
µ˚−1 = piD
−ν−1 − (δ1 − pih1V−(x)− µ1) , µ−1 (sˆ) = µˆ1
µ˚−2 = piD
−ν−2 , µ
−
2 (sˆ) = µˆ2
,
ou` sˆ est le temps auquel la varie´te´ de commutation est atteinte.
Vient ainsi σ˚− := pih2x1ν−1 − µ˚−2 = pih2x1ν−1 − piD−ν−2 . D’ou`, sur la varie´te´ de commutation,
σ˚−(sˆ) = σ˚+(sˆ) ≥ 0.
D’apre`s l’e´quation (2.50), on a :
µ˚1 = piD−ν−1 − (αpiV−(x) + γ?α)/x1
= piD−µ−1 −
[
(αpiV−(x) + γ?α)/x1 + piD−λ1
]
.
Soit Θ(x) := [(αpiV−(x) + γ?α)/x1 + piD−λ1] ≥ 0,
χ(s,sˆ) := exp
(
pi
∫ s
sˆ
D−d`
)
= epi[t(s)−t(sˆ)] ,
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et
φ(s,sˆ) := αpi
∫ sˆ
s
Θ(x)χ(s,`)d` ≥ 0 ,
car il est clair depuis la Section 2.6.2 que ∀x , λ1(x) ≥ 0.
On a ∀s ∈ [0,sˆ], {
µ−1 (s) = µˆ1χ(s,sˆ) + φ(s,sˆ)
µ−2 (s) = µˆ2χ(s,sˆ)
.
Soit ψ(x1) := pih2x1µˆ−1 − piD−µˆ−2 = pi(h2µˆ1 − h1µˆ2)x1 − piαµˆ2 et il vient
σ˚− = ψ(x1)χ(s,sˆ) + φ(s,sˆ)pih2x1 .
Puisque ψ(xˆ1) = σ˚−(sˆ) ≥ 0, (h2µˆ1−h1µˆ2) est clairement positif. Ainsi ψ(x1) est de´croissante.
Par conse´quent, σ˚− reste positive dans la re´gion −. Sans surprise, la trajectoire ge´ne´re´e par u =
0 depuis (en temps re´trograde) la varie´te´ de commutation fait que σ− reste ne´gative jusqu’au
temps initial. La strate´gie optimale est donc bang-bang et compte au plus une commutation.
D’ou` l’affirmation du the´ore`me.

Une digression sur le proble`me a temps d’arreˆt ale´atoire
Tentons a` pre´sent de caracte´riser nume´riquement la varie´te´ de commutation, en prenant
toutefois ∀x , V2(x) = 0. Cela correspond a` re´soudre le proble`me a` temps d’arreˆt ale´atoire,
dont nous verrons qu’il n’est pas de´nue´ d’information quant au jeu asynchrone stochastique.
Par inte´gration re´trograde du champ de trajectoires avec u = 1, il vient
V+(x) = ∆B1(β)− γ?αB0(β) ,
avec ∆ := δ1x1 + δ2x2, β := pi(h1x1 + h2x2) et la fonction Bn de´finie comme suit, n ∈ N :
Bn(β) :=
∫ s?
0
e−(n+piα)s−β(1−e
−s)ds .
Une inte´gration par partie donne∣∣∣∣∣ B1(β) = (1− z0(β)− piαB0(β))/bB2(β) = (1− z1(β)− (1 + piα)B1(β))/β ,
avec zn(β) := e−(n+piα)s
?−β(1−e−s? ).
De par la forme explicite de s? 20 ou en remarquant que s? maximise G et de par le lemme
de l’enveloppe, il vient
∀i ∈ {1,2} , µ+i = δiB1(β)−∆pihi(B1(β)−B2(β)) + γ?αpihi(B0(β)−B1(β)) .
20. puisque s? est le temps qui nous se´pare de l’instant de de´part tel une fonction de l’e´tat courant, on a
s? = − ln(γ?α/∆), cf. e´quation (2.43) et la dynamique 2.47 prise avec u = 1.
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Puisque σ+ := δ2 − pih2V+ − µ+2 , il vient
σ+ = δ2 − δ2B1(β)−∆pih2B2(β) + γ?αpih2B1(β)
= (δ2 −∆pih2(1− z1(β))/β)− (δ2 − (1 + piα)∆pih2/β − γ?αpih2)B1(β) .
La varie´te´ de commutation est donne´e par σ+(x) = 0. La Figure 2.13 repre´sente la varie´te´ de
commutation pour diffe´rentes valeurs de pi.
Fig. 2.13 – La varie´te´ de commutation dans le plan (x1,x2) pour diffe´rentes valeurs
de pi ; de droite a` gauche, pi = {0.1,0.25,1,5}, avec α = 1, h1 = 1, h2 = 1,
e1 = 1, e2 = 0.25 et γ? = 0.1. La borne de gauche correspond au seuil de
maximisation du rythme d’acquisition d’e´nergie donne´ par xˇ1 = e2α/ζ.
Implications quant au jeu initial
Il est clair que la varie´te´ de commutation pertinente pour le jeu stochastique asynchrone
est borne´e par celle du jeu synchrone caracte´rise´e en Section 2.6.2, car cela correspond a` eˆtre
interrompu avec probabilite´ un ou intensite´ de Poisson infinie. Aussi, il est vraisembable que,
qualitativement, la politique optimale soit e´quivalente a` celle du proble`me a` temps d’arreˆt
ale´atoire, c’est a` dire commuter lorsque x1 atteint un certain seuil, gouverne´ par l’intensite´ du
processus de Poisson.
2.6.5 Conclusion
L’objectif e´tait de caracte´riser l’e´quilibre e´volutivement stable suppose´ de´terminer le com-
portement de cueilleurs en compe´tition pour une ressource plurielle distribue´e sous forme
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d’agre´gats dans l’environnement, a` la fois en terme de politique de se´lection dynamique de
ressources et de strate´gie de de´part.
En premier lieu, nous avons reformule´ le proble`me classique [107] que rencontre un cueilleur
isole´, via une approche similaire a` celle de l’auteur de [112], a` ceci pre`s que nous laissons au
protagoniste la liberte´ de quitter l’agre´gat courant quand il le souhaite. En chemin, nous
avons aussi re´solu le proble`me a` temps d’arreˆt sujet a` contrainte, de nature de´terministe ou
stochastique.
Ensuite, nous avons re´solu un jeu de cueillette dans lequel n cueilleurs se disputent deux
types de ressources, l’une e´tant plus convoite´e que l’autre. Le jeu diffe´rentiel qui en re´sulte
donne lieu a` des strate´gies de re´troaction sur l’e´tat discontinues, construites par une technique
de synthe`se classique, ce qui requit de manipuler les discontinuite´s sur les variables adjointes
avec pre´caution. Il en ressort que l’e´quilibre e´volutivement stable se caracte´rise par une stra-
te´gie bang-bang qui compte au plus une commutation. Ce re´sultat concorde avec les mode`les
ante´rieurs [75, 112, 153] et est plus pre´cis a` plusieurs e´gards.
Cependant, il n’en restait pas moins un vide qualitatif entre la politique optimale d’un
cueilleur isole´ et celle qu’il convient d’adopter en situation de compe´tition. Ainsi vint la ques-
tion de savoir quelle devrait eˆtre la strate´gie d’un cueilleur seul, s’il est possible qu’a` tout
moment un intrus entre en jeu.
Telle une approche pre´liminaire, nous nous sommes inte´resse´s au proble`me qui se pose a`
un cueilleur seul, sachant qu’il dispose d’un temps de´terministe pour en profiter avant qu’un
intrus n’entre en jeu. En e´mergent des pre´fe´rences partielles, ou un re´sultat qualitativement
diffe´rent du mode`le classique, qui met en sce`ne un cueilleur isole´.
Enfin, nous avons re´solu ce meˆme proble`me en conside´rant cette fois un de´lai inter-arrive´e
stochastique, ou faisant de l’entre´e en jeu e´ventuelle d’un compe´titeur une variable de Poisson.
Nous montrons que la politique optimale recouvre, par balayage de l’intensite´ de Poisson, le
vide qui se´paraient les politiques extre´males trouve´es pre´ce´demment.
Ainsi, quand la politique classique de se´lection dynamique des ressources stipule qu’un
cueilleur seul devrait adopter une re`gle de se´lection invariante tout au long de l’exploitation
de l’agre´gat (cf. Section 2.6.1), nous montrons qu’il suffit d’introduire dans le mode`le
quelque incertitude sur le temps dont on dispose pour obtenir une pre´diction
qualitativement diffe´rente. Plus pre´cise´ment, si l’on conside`re non ne´gligeable le risque
qu’un e´ve`nement perturbateur ne se produise (par exemple l’entre´e en jeu d’un concurrent)
et mette ainsi fin au temps dont on dispose pour profiter pleinement (seul) de l’agre´gat,
alors la politique optimale s’en voit change´e : il faut, avant toute chose, prendre le temps de
manger son pain blanc. Ensuite, lorsque ce luxe devient trop couteux en temps, compte-tenu
de l’incertitude sur le temps dont on dispose, tout type de ressource valable est bon a prendre.
2.6.6 Discussion et perspectives
Nos re´sultats reposent sur l’hypothe`se que les cueilleurs sont identiques en termes d’apti-
tude a` trouver puis exploiter la ressource et des valeurs relatives qu’ils attribuent aux ressources
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a` l’e´gard des autres ressources et de leur environnement. Le jeu est syme´trique en ce sens.
Cependant, la the´orie de la cueillette s’est, au cours des dernie`res anne´es, bien plus focalise´e
sur l’e´tat (par exemple physiologique) de l’animal [79]. Ainsi la question se pose-t-elle de savoir
dans quelle mesure nos re´sultats seraient robustes a` des diffe´rences pertinentes sur l’e´tat des
cueilleurs, telles que
– l’aptitude a` la compe´tition, qui peut eˆtre corre´le´e a` la taille de l’animal [109, 108],
– le niveau de satie´te´ ou les re´serves corporelles, qui peuvent par exemple influer sur les
valeurs relatives des ressources comparativement a` d’autres activite´s, telles que trouver
un partenaire sexuel,
– le temps passe´ loin du nid, qui agit sur le “couˆt du temps”,
– ou simplement l’espe´rance de vie de l’animal [159] ou un horizon temporel.
De surcroˆıt, l’information sur l’e´tat de l’adversaire pourrait se re´ve´ler insuffisante dans certains
cas. Certes, sans syme´trie les cueilleurs ne commuteraient ni ne partiraient simultane´ment,
mais nous conjecturons que les pre´dictions qualitatives du mode`le sont robustes en ce sens
qu’il s’agirait toujours de commuter puis de partir selon la re`gle de Charnov. Autrement dit,
il nous semble que la compe´tition impose le caracte`re bang-bang de la politique de se´lection
dynamique des ressources. A` la lueur des diffe´rents mode`les traite´s ici, on voit difficilement
comment une politique qui consisterait a` accepter la ressource de moindre qualite´ avec une
propension continuˆment croissante pourrait eˆtre optimale en situation de compe´tition.
De plus, dans notre mode`le, l’efficacite´ de chaque cueilleur a` se fournir en ressource n’est
pas affecte´e par la pre´sence de ses adversaires ; nous ignorons toute interfe´rence. Tout comme
quand la ressource est singulie`re (cf. Section 2.4), tant qu’interfe´rence il n’y a pas, l’e´quilibre
e´volutivement stable est pur, en particulier en terme de strate´gie de de´part d’agre´gat. Nous
conjecturons qu’introduire de l’interfe´rence dans le mode`le provoquerait une guerre d’usure,
ou des instants de de´part ale´atoires, mais n’affecterait qualitativement pas la politique de
se´lection de ressource. Plus pre´cise´ment, nous conjecturons qu’une guerre d’usure intervient
apre`s que les cueilleurs aient commute´ a` un re´gime opportuniste. Toutefois, cela nous semble
vraisemblable tant que l’intensite´ de l’interfe´rence ne de´pend pas de la politique d’acceptation
de ressources. Si tel est le cas, c.a`.d. si l’interfe´rence se fait plus intense lorsque les joueurs se
focalisent sur la meilleure ressource 21, la question est ouverte.
Certes la dernie`re, la question de la pertinence de ce mode`le vis-a`-vis de la vie re´elle n’est
pourtant pas la moindre. Une e´tude de terrain dans le de´sert du Negev en Israe¨l [72] fut
re´alise´e sur des bouquetins de Nubie Capra nubiana, qui, d’apre`s les auteurs, se disputent
activement les ressources. Une observation indirecte base´e sur les “densite´s d’abandon” [23]
tend a` montrer que les bouquetins “se´lectionnent les plantes de meilleures qualite´ jusqu’a` ce
qu’un certain seuil soit atteint, en dec¸a duquel ils passent a` un mode de cueillette opportunis-
te”. Aussi, une interpre´tation similaire semble rendre compte d’observations faites sur des rats
21. les articles [109, 108] rele`vent l’e´vidence empirique d’un comportement d’e´vitement de toute inte´raction
ne´gative en compe´tition.
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kangourous Dipodomys merriami s’approvisionnant sur un meˆme agre´gat, en Arizona [24].
Comme le remarquent les auteurs de l’article [71], la dynamique de se´lection des ressources
est rarement directement observe´e 22. Ne´anmoins, les auteurs de l’article [116] ont ob-
serve´, au cours d’expe´riences de laboratoire avec le poisson cichlide´ Haplochromis
piceatus (un pre´dateur rompu a` la cueillette en groupe), une commutation dans
leur dynamique de se´lection de ressources, qu’ils soient seuls ou par paire. Ce-
pendant, le point de commutation se produisit pour une plus grande densite´ de la
ressource pre´fe´re´e lors de cueillettes par paires que lors de cueillettes solitaires. A`
la lueur de notre mode`le, un classement inverse des points de commutation aurait
e´te´ attendu. En effet, si l’incertitude a` l’e´gard du temps disponible pour profiter
pleinement d’un agre´gat conduit un cueilleur seul a` se focaliser tout d’abord sur la
premie`re ressource, telle se´lectivite´ est suppose´e eˆtre exacerbe´e, ou pour le moins
inaffecte´e, en situation de compe´tition. Notre mode`le se re´ve`le donc re´futable et
semble bien l’eˆtre chez cette espe`ce. De surcoˆıt, les pigeons, qui eux aussi picorent en
groupe en conditions naturelles, se sont aussi re´ve´le´s eˆtre plus “difficiles” seuls qu’en pre´sence
de compe´titeurs. Plus pre´cise´ment, les auteurs de [120, 119] ont observe´s que les pigeons com-
mutent plus toˆt vers un re´gime opportuniste en situation de compe´tition. Il se pourrait que
l’interfe´rence soit a` l’origine de ce phe´nome`ne. Afin d’e´claircir ce point et ainsi mieux appre´-
cier la pertinence e´ventuelle d’une telle dynamique de se´lection de ressources en situation de
compe´tition, il serait inte´ressant de de´velopper une analyse the´orique plus pousse´e, par la prise
en compte d’un phe´nome`ne d’interfe´rence assujetti a` la politique de se´lection des ressources.
Toutefois, plutoˆt que d’e´tendre plus encore ce mode`le ge´ne´ral (nous avons vu qu’il concerne
aussi bien des bouquetins que des poissons ou encore des oiseaux), nous nous focaliserons
par la suite sur un vaste ensemble d’espe`ces ou la se´lection des ressources prend une forme
particulie`re : les insectes parasito¨ıdes.
22. toutefois, cet article se re´fe`re a` un autre type de dynamique, de nature physiologique et ne traite ni de la
dynamique des ressources ni de compe´tition.
93
Chapitre 3
Le superparasitisme tel un jeu
diffe´rentiel
Contenu du chapitre
3.1 Entre´e en jeu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
3.2 Mode`le . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
3.2.1 Hypothe`ses brutes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
3.2.2 Retour sur certaines hypothe`ses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
3.2.3 Dynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
3.3 E´nonce´ du jeu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
3.3.1 Sur le couˆt du temps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
3.3.2 Strate´gies et paiements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
3.4 Une reformulation du jeu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
3.5 Un e´quilibre en strate´gies pures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
3.5.1 Aux limites du superparasitisme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
3.5.2 Retour rapide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
3.6 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
94 Le superparasitisme tel un jeu diffe´rentiel
Fig. 3.1 – Les belliqueuses Trissolcus basalis sur une ooplaque de la ravageuse punaise
verte Nezara Viridula (photo de Stefano Colazza, Universita` di Palermo).
Ce mode`le fait l’object de l’article [68].
Parmi toutes les espe`ces d’insectes que compte le monde du vivant, il est celles que l’on qua-
lifie collectivement de parasito¨ıdes [58]. Libres dans leur vie adulte, ces insectes se reproduisent
via un hoˆte qui n’y survivra pas (par opposition aux parasites ordinaires). Appre´cie´s pour leur
roˆle d’auxiliaires de lutte biologique contre les ravageurs phytophages [162], les parasito¨ıdes
sont aussi courtise´s par les the´oriciens notamment de par le fait que leur comportement de
recherche de ressources (hoˆtes) soit e´troitement lie´ a` leur succe`s reproducteur [160].
Un phe´nome`ne commune´ment observe´ chez ces espe`ces est le superparasitisme [137], ou
le fait qu’une femelle ponde dans un hoˆte pre´alablement parasite´ par l’une de ses semblables.
Chez les espe`ces dites solitaires, seul un jeune parasito¨ıde est susceptible d’e´merger de l’hoˆte ;
la compe´tition pre´-imaginale au sein de l’hoˆte ne fait aucun quartier.
Un tel comportement affecte, tant au niveau de la production que sur le terrain 1, la
rentabilite´ d’un programme de lutte biologique car l’efficacite´ des auxiliaires a` se reproduire,
ou attaquer des hoˆtes, s’en voit, au niveau global de la population, de´crue. Ainsi, par dela` son
inte´reˆt scientifique propre, la question des tenants et aboutissants qui font que ces insectes se
parasitent les uns les autres comporte, en arrie`re-plan, une motivation des plus pragmatiques.
Ce phe´nome`ne de superparasitisme fut de prime abord interpre´te´ tel une conse´quence
1. Les jeunes-pousses des biotechnologies telles Biotop (Sophia-Antipolis) e´le`vent des parasito¨ıdes par mil-
liards tout au long de l’anne´e. Les innovations scientifiques et techniques qui ont rendu possible de relaˆcher ces
auxiliaires dans une courte feneˆtre temporelle au printemps reposent sur la maˆıtrise de leur mise en diapause
artificielle et de sa leve´e. Cependant, le rendement de production est lourdement affecte´ par l’interfe´rence duˆe a`
la compe´tition intraspe´cifique, superparasitisme inclu. De surcroˆıt, il est clair que lors de laˆchers inondatifs (300
000 parasito¨ıdes a` l’hectare) cette compe´tition reprend toute son ampleur, au grand de´sarroi de l’agronome.
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malencontreuse de l’incapacite´ qu’auraient eu les parasito¨ıdes a` distinguer un hoˆte sain d’un
hoˆte fraichement parasite´ ; ce fut l’objet de quelque controverse [143]. Aujourd’hui, il est e´tabli
que la plupart de ces espe`ces ont la faculte´ de discerner un hoˆte sain d’un hoˆte parasite´, le
plus souvent via une phe´romone de marquage [124, 137]. De surcroˆıt, les individus de certaines
espe`ces reconnaissent meˆme leur propre signature chimique parmi les hoˆtes attaque´s [81]. En
outre, il arrive qu’ils soient aptes a` faire correspondre un lien de parente´ a` une marque chimique
[101, 146, 92]. De par l’existence d’une telle capacite´ de discrimination, il est plus que plausible
que la de´cision consistant a` attaquer ou non un hoˆte de´ja` parasite´ fut assujettie a` de fortes
pressions de se´lection. A` cet e´gard, van Alphen et Visser [143] e´tayent, sur des bases tant
empiriques que the´oriques, l’ide´e que la de´cision d’avoir recours ou non au superparasitisme
puisse de´pendre des circonstances, selon une strate´gie qui optimise le succe`s reproducteur de
l’insecte. Une interpre´tation alternative (qui ne sera pas l’objet de notre mode`le) serait que le
superparasitisme soit controˆle´ par une entite´ virale [149, 123, 55].
Les espe`ces synovige´niques maturent des œufs continuˆment au fil de leur existence lorsque
celles dites proovige´niques e´mergent avec une charge finie et non renouvelable d’œufs. Chaque
œuf a donc un couˆt, explicite s’il s’agit d’une de´pense physiologique ne´cessaire au renouvele-
ment de la charge en œufs, ou implicite en cas de limitation. La spe´cificite´ des parasito¨ıdes en
terme de cueillette est qu’en plus de lui consacrer du temps, la ressource de moindre qualite´
exige que l’on lui conce`de un œuf. Au travers de parame`tres tels que le taux de maturation des
œufs (ou la charge initiale dont on dispose) ainsi que divers facteurs environnementaux, est
traite´e la question du compromis optimal entre les opportunite´s actuelles et futures, sujettes
a` l’incertitude. Typiquement, les mode`les prennent pour variable d’e´tat l’aˆge et la charge en
œufs de l’insecte et le laissent e´voluer dans un environnement stochastique en termes de survie
et d’opportunite´s futures. Le principe de programmation dynamique se charge ensuite d’exhi-
ber la politique d’oviposition optimale, telle une fonction de l’e´tat [84, 98, 125, 166] ; parfois
meˆme est-elle valide´e via un protocole expe´rimental des plus e´le´gants [126]. Sans qu’ils n’aient
ne´cessairement une composante dynamique, les articles [30, 133, 57, 118] traitent eux aussi
le superparasitisme tel un proble`me de se´lection d’hoˆtes qui s’adresse a` un parasito¨ıde isole´,
sans prendre en compte le fait qu’il puisse eˆtre superparasite´ a` son tour par la suite. Ainsi
les politiques qui en re´sultent prolongent-elles celles de la the´orie classique de la cueillette.
Notons qu’elles sont susceptibles de stabiliser la dynamique des populations hoˆtes-parasites
[132, 16, 145].
3.1 Entre´e en jeu
Toutefois, car une femelle qui parasite un hoˆte sain est susceptible de voir sa propre
descendance mise en pe´ril par ses conge´ne`res, une telle situation est clairement un jeu. Un
jeu de Stackelberg 2 [134], en l’essence, puisque les hoˆtes que l’on parasite sont susceptibles
2. jeu “meneur-suiveur”, ou le suiveur prend connaissance de ce qu’a joue´ le meneur avant de jouer.
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de se voir re´attaque´s dans une mesure qui de´pend de l’e´tat de l’agre´gat lorsqu’on le quitte
(compe´tition indirecte). Aussi, il se peut que plusieurs femelles se trouvent simultane´ment en
compe´tition (dite directe) sur un meˆme agre´gat d’hoˆtes 3 [161, 59], auquel cas le concept de
solution approprie´ est l’e´quilibre de Nash. En outre, puisque l’e´tat de l’agre´gat d’hoˆtes e´volue
au cours du temps, ces femelles se retrouvent aussitoˆt implique´es dans un jeu dynamique. Se
posent alors deux questions que l’on ne peut de´coupler :
– Est-il judicieux d’attaquer un hoˆte parasite´ ? E´tant admis que les femelles explorent
l’agre´gat de fac¸on ale´atoire, il faut un certain temps pour repe´rer un hoˆte sain parmi
ceux qui ne le sont plus. D’un autre coˆte´, un hoˆte sain reste la ressource de meilleure
qualite´. On s’attendrait donc a` ce que les femelles rejettent les hoˆtes parasite´s dans un
premier temps, afin de se focaliser sur la compe´tition pour les hoˆtes sains.
– Faut-il partir en queˆte d’un agre´gat meilleur? D’autres opportunite´s sont a` saisir dans
l’environnement. Il convient donc de ne pas passer un temps infini a` chercher le dernier
hoˆte viable subsistant sur l’agre´gat. D’un autre coˆte´, plus on exploite cette source d’hoˆtes,
moins on la rend profitable pour ses adversaires, donc plus on atte´nue la perte due au
superparasistisme susceptible de se produire apre`s son de´part.
A` ces e´gards, les auteurs de [147] se focalisent sur une strate´gie d’oviposition fonction
– de l’e´tat de l’hoˆte (le nombre d’attaques qu’il a subi)
– du nombre de conge´ne`res pre´sents aux alentours et de leur strate´gie, ou la probabilite´
de se voir superparasite´ par la suite, ou la valeur espe´re´e de l’hoˆte,
– et du couˆt associe´ a` chaque œuf investi,
sans pour autant traiter la question de savoir quand quitter l’agre´gat d’hoˆtes. Aussi, Mangel
[100] se demande a` quel point de son existence devrait-on commencer a` attaquer des hoˆtes de´ja`
parasite´s ; il conside`re un environnement dans lequel des hoˆtes distribue´s de fac¸on homoge`ne et
re´gulie`re sont attaque´s par une population de parasito¨ıdes, en horizon fini. Quant aux auteurs
de [156], ils se posent la question de savoir quand plusieurs femelles pre´sentes sur un meˆme
agre´gat devraient-elles commuter au superparasitisme. Le temps d’arreˆt de´pend certes de la
politique d’oviposition des femelles, mais n’en reste pas moins arbitrairement fixe´ par le the´o-
re`me fondamental de la cueillette optimale [29], qui ne prend pas en compte une spe´cificite´
propre au superparasitisme : un hoˆte parasite´ n’est jamais de´finitivement acquis,
pour quiconque pre´sent sur l’agre´gat (il y a donc tout a` gagner et a` ne pas perdre a` voir
ses conge´ne`res s’en aller). A` la lueur des jeux de cueillette avec interfe´rence, on suspecte donc
qu’apparaisse de nouveau un polymorphisme en terme de temps de de´part de l’agre´gat. Or le
mode`le de [156] admet d’entre´e de jeu que les femelles quittent ensemble l’agre´gat.
A` l’inverse, les auteurs de [62] se focalisent sur les strate´gies de de´part et admettent que
les femelles parasito¨ıdes sont myopes quant a` leur politique d’oviposition. Plus pre´cise´ment,
ces auteurs admettent que la strate´gie d’oviposition maximise un gain instantane´ et non le
nombre de descendants espe´re´ in fine. De plus, ce gain instantane´ se base sur l’e´tat courant
3. une ooplaque lorsqu’il s’agit de parasito¨ıdes oophages, ou qui s’attaquent aux œufs de l’espe`ce hoˆte.
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des ressources, sans se soucier du fait que l’hoˆte est susceptible d’eˆtre de nouveau attaque´ par
la suite, selon l’ESS lui meˆme. Il en de´coule une loi de commutation qui ne de´pend que de
l’e´tat courant de l’agre´gat, quoiqu’il se passe, et peut donc eˆtre fige´e a priori. Telle hypothe`se,
dont l’acceptabilite´ demande a` eˆtre appuye´e, simplifie conside´rablement le jeu, ce qui permet
a` ces auteurs de le traiter tel une guerre d’usure en information imparfaite sur l’e´tat [135, 61].
Tout comme nos pre´de´cesseurs, notre objectif est de mettre une jour la strate´gie d’ovi-
position et de de´part d’agre´gat que la se´lection naturelle serait susceptible d’avoir fac¸onne´ a`
destination de parasito¨ıdes en compe´tition la conqueˆte d’hoˆtes agre´ge´s. Mais contrairement a`
eux, nous ne figerons ni la strate´gie d’oviposition ni la politique de de´part d’entre´e de jeu, car
elles sont, selon toute vraisemblance, couple´es. Pour se faire, cependant, il nous faut simplifier
a` outrance le mode`le sur d’autres aspects ; ceci est de´taille´ et argumente´ en Section 3.2. La
Section 3.3 e´nonce le jeu et sugge`re une solution, qui, pourvu qu’elle soit pertinente, peut
eˆtre retrouve´e via une formulation du jeu en des termes plus usuels, introduite en Section 3.4.
Enfin, la Section 3.5 traite de l’existence d’un e´quilibre en strate´gies pures.
3.2 Mode`le
Notre mode`le repose sur les hypothe`ses qui suivent. Certaines d’entres elles feront l’objet
de plus de discussion par la suite.
3.2.1 Hypothe`ses brutes
(i) Il s’agit de femelles parasito¨ıdes solitaires : un hoˆte engendre au plus un jeune parasito¨ıde.
(ii) Elles sont illimite´es en œufs ; aucun couˆt n’y est associe´.
(iii) Elles n’ont aucun lien de parente´ : notre mesure de succe`s reproducteur est donc simple-
ment le nombre de descendants espe´re´.
(iv) Elles explorent l’agre´gat d’hoˆtes de fac¸on ale´atoire, et non syste´matique.
(v) Aucune interfe´rence n’est conside´re´e.
(vi) On conside`re un jeu a` deux joueurs : deux femelles au plus peuvent se trouver simulta-
ne´ment pre´sentes sur l’agre´gat d’hoˆtes.
(vii) Ces deux femelles se pre´sentent simultane´ment sur un agre´gat vierge de tout parasitisme.
(viii) Nous admettons que l’agre´gat ne comptera aucune visite supple´mentaire.
(ix) Un hoˆte peut eˆtre attaque´ au plus une fois par chaque femelle.
(x) La probabilite´ qu’un acte de superparasitisme se re´ve`le fructeux, ou que le jeune qui
e´mergera de l’hoˆte provienne de la seconde attaque, est une constante pi ≤ 1/2.
(xi) Chaque femelle distingue quatre cate´gories d’hoˆtes :
– les hoˆtes sains,
– les hoˆtes uniquement parasite´s par elle-meˆme,
– les hoˆtes uniquement parasite´s par une autre,
– les autres parasite´s par elle-meˆme et par une autre.
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3.2.2 Retour sur certaines hypothe`ses
(ii) Nous sommes inte´resse´s par des parasito¨ıdes limite´s en temps et non en œufs bien que
cette dichotomie soit quelque peu abusive ; l’article de van Baalen [144] donne un aperc¸u
de l’ampleur de la question. Certes, la charge en œufs n’est pas anodine lorsque l’on se
pre´occupe de strate´gies d’oviposition. De plus, un couˆt d’oviposition fixe (tel que le couˆt
physiologique du renouvellement en œufs par unite´) pourrait aise´ment eˆtre incorpore´
dans le mode`le. Cependant, cela consiste a` inclure dans le mode`le un autre parame`tre
difficilement quantifiable, apre`s γ?, le couˆt du temps a` l’unite´. Ainsi reportons-nous l’ap-
port d’une telle ame´lioration au mode`le a` un second temps, une fois que lumie`re aura
e´te´ faite sur le jeu qui ne compte qu’une limitation en temps.
(vii) Certes peu probable, l’hypothe`se d’arrive´e simultane´e des femelles nous permet ne´an-
moins de traiter un jeu dans lequel les protagonistes font face a` des situations
identiques ; l’e´tat initial de l’agre´gat, puisque vierge de tout parasitisme, est
perc¸u de la meˆme fac¸on par chacune des femelles. Nous traiterons le cas asyme´-
trique dans un second temps, pourvu que ce jeu, ide´al du point de vue de la syme´trie,
puisse eˆtre pleinement e´lucide´.
(ix) Aussi, la limite sur le nombre d’attaques que peut subir un hoˆte de la part de chaque
femelle est un raccourci de mode´lisation qui nous permet de travailler en information
parfaite. A` l’extreˆme oppose´, les auteurs de l’article [62] ne mettent aucune limite au
nombre d’attaques que peut subir un hoˆte, passant dans un camp puis dans l’autre sans
que sa viabilite´ ne soit remise en cause. Ainsi ces auteurs traitent-ils le jeu en information
imparfaite. Soulignons que c’est sans doute la plus lourde de conse´quence des hypothe`ses
qui distinguent ces deux mode`les.
Aussi, bien que se superparasiter soi-meˆme puisse eˆtre une strate´gie recevable en com-
pe´tition, son efficacite´ serait, dans notre mode`le, biaise´e, car non contents de limiter
le nombre d’attaques par hoˆte, nous ne conside´rons aucun couˆt autre que le temps a`
l’oviposition ; ainsi suffirait-il de pondre deux œufs dans chaque hoˆte rencontre´ pour se
mettre a` l’abri de tout superparasitisme.
A` ces e´gards, notre mode`le est sans doute trop rigide mais n’en capture pas
moins la composante essentielle du superparasitisme, tel que compare´ a` la
pre´dation : le fait qu’une ressource n’est jamais acquise avec certitude.
(x) Nous faisons de la probabilite´ qu’un acte de superparasitisme se re´ve`le fructeux une
constante. Poutant, le temps e´coule´ depuis la premie`re oviposition est susceptible d’in-
fluer sur le de´nouement de la lutte pre´-imaginale ; la premie`re larve domine le plus
souvent la seconde mais la situation peut aussi s’inverser car il arrive qu’elle soit plus
vulne´rable dans un stade plus avance´ de son de´veloppement. Ne´anmoins, les e´chelles de
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temps qui correspondent au de´veloppement et au temps de re´sidence sur l’agre´gat ne
sont pas du meˆme ordre, donc peuvent eˆtre de´couple´es. Ainsi, si l’on ne´glige le de´velop-
pement, un demi semble eˆtre une valeur pertinente en compe´tition directe. Autorisons
cependant un e´ventuel avantage au premier arrive´ (pi ≤ 1/2) afin de proce´der a` une
analyse de sensibilite´ a` ce parame`tre par la suite. Permettre pi ≥ 1/2 pourrait se re´ve´ler
source d’arte´fact dans notre mode`le. En effet, notre limite arbitraire d’une attaque par
hoˆte par femelle pourrait, selon les sce´narii que l’on conside`re, conduire a` ce que la valeur
espe´re´e d’un hoˆte sain devienne alors plus faible que la valeur, de´terministe, d’un hoˆte
de´ja` parasite´.
3.2.3 Dynamique
Re´introduisons les deux parame`tres suivants (une description de´taille´e du mode`le original
se trouve en Section 2.3) :
– α > 0 : le temps ne´cessaire pour aller d’un hoˆtre a` l’autre et sonder ce dernier,
– h > 0 : le temps d’oviposition ou le temps requis pour pondre dans un hoˆte.
Soit x un vecteur qui contient les proportions xi ∈ [0,1],
∑
i xi = 1, de chaque type de
ressource disponible sur l’agre´gat :
– x0 : proportion d’hoˆtes sains,
– x1 : proportion d’hoˆtes parasite´s uniquement par la femelle 1,
– x2 : proportion d’hoˆtes parasite´s uniquement par la femelle 2,
– x3 : proportion d’hoˆtes superparasite´s.
Adoptons a` nouveau la notation x˙ := dx/dt, ou` t repre´sente le temps de re´sidence sur
l’agre´gat. Soient u,v ∈ [0,1] les taux d’acceptation d’hoˆtes parasite´s associe´s a` chaque femelle.
En un sens, ces variables de de´cision repre´sentent la propension au superparasitisme de chaque
femelle.
Certes, les femelles sont contraintes d’arriver au meˆme instant sur l’agre´gat, mais elles
n’en sont pas moins libres de le quitter a` tout moment (pourquoi et comment est-on incite´ a`
s’en aller est de´taille´ en Section 3.3.1). Soit y = (y1,y2) un vecteur qui contient deux variables
boole´ennes qui attestent ou non de la pre´sence de chaque femelle sur l’agre´gat ; pour i = 1 , 2 ,
yi = 0 est dit eˆtre un e´tat puits car une fois mis a` 0, il ne peut revenir a` 1.
Non e´loigne´e des mode`les pre´ce´dents, la dynamique qui re´sulte de l’hypothe`se d’exploration
ale´atoire de l’agre´gat est la suivante : posons
∣∣∣∣∣ D1 := α+ h(x0 + ux2)D2 := α+ h(x0 + vx1) ,
∣∣∣∣∣ φ01 := y1x0/D1φ02 := y2x0/D2 ,
∣∣∣∣∣ φ13 := vy2x1/D2φ23 := uy1x2/D1 . (3.1)
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Une simple extension du mode`le de la Section 2.3 (e´quation (2.2)) donne :

qx˙0 = −φ01 − φ02 , x0(0) = 1 ,
qx˙1 = +φ01 − φ13 , x1(0) = 0 ,
qx˙2 = +φ02 − φ23 , x2(0) = 0 ,
qx˙3 = +φ13 + φ23 , x3(0) = 0 .
(3.2)
Notons que x3 est donne´e par x3 = 1 − x0 − x1 − x2 et c’est pourquoi elle n’apparaˆıtra
dore´navant plus.
Comparaison avec l’article [62]. Aussi, remarquons que cette dynamique ne peut
eˆtre formellement relie´e a` celle de l’article [62], qui ne prend pas explicitement en compte le
temps d’oviposition. Certes, notre dynamique est similaire a celle employe´e par les auteurs
de [62] si nous prenons h = 0. Cependant, dans notre mode`le, prendre h = 0 annule l’effet
de dilution qui veut que la vulne´rabilite´ d’un hoˆte sain soit moindre lorsque la femelle est
preˆte a` accepter tout type d’hoˆte, parasite´ ou non. Les auteurs de l’article [62] capturent
cette composante de la dynamique sans introduire de parame`tre relatif au temps d’oviposition
en atte´nuant la probabilite´ qu’a un hoˆte sain de subir une attaque, par unite´ de temps,
lorsque les femelles se contentent aussi d’hoˆtes parasite´s. Toutefois, cette probabilite´ est admise
constante donc inde´pendante du rapport des hoˆtes (sains et parasite´s) en pre´sence, bien qu’il
sera vraisemblablement amene´ a` s’inverser. Autrement dit, cet effet de dilution, nul au de´part,
est sense´ croˆıtre tandis que les hoˆtes sains se voient de moins en moins nombreux, au profit des
hoˆtes parasite´s ; ce n’est pourtant pas le cas dans le mode`le de [62]. Ainsi garderons-nous la
dynamique ci-dessus, en de´pit du fait qu’il nous sera impossible de comparer minutieusement
nos re´sultats par la suite. En effet, nous avons vu que l’une de nos hypothe`ses (limitation du
nombre d’attaques par hoˆte) se diffe´rencie de´ja` de celles e´mises dans l’article [62].
3.3 E´nonce´ du jeu
3.3.1 Sur le couˆt du temps
Tout comme dans les mode`les de cueillette vus pre´ce´demment, nous conside´rerons que le
temps a un couˆt γ? > 0 a` l’unite´, en terme d’opportunite´s manque´es. Ceci afin d’e´viter de
s’e´terniser sur un agre´gat bien entame´, alors qu’il y en a tant d’autres a` de´couvrir dans les
environs. Car trouver un hoˆte admissible prend d’autant plus de temps que cette ressource
se fait rare, partir en queˆte d’un agre´gat meilleur devient de plus en plus tentant a` mesure
que l’on exploite celui-ci, en de´pit d’un temps de recherche inter-agre´gat incertain. Selon le
the´ore`me de Charnov, il convient d’abandonner l’agre´gat lorsque le rythme de cueillette tombe
a` γ?, le meilleur rapport ‘ressources acquises’ sur ‘temps investi’ qu’un cueilleur peut espe´rer
de cet environnement ; en ce sens γ? en refle`te la qualite´.
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3.3.2 Strate´gies et paiements
Conside´rons le jeu a` somme non-nulle suivant,
J1(ψ1,ψ2) =
∫ t1
0
(φ01 + piφ23 − γ?)dt−
∫ t2
0
piφ13dt , (3.3)
J2(ψ1,ψ2) =
∫ t2
0
(φ02 + piφ13 − γ?)dt−
∫ t1
0
piφ23dt ,
assujetti aux e´quations (3.1), (3.2), avec u(t) = ψ1(x(t),y(t)) et v(t) = ψ2(x(t),y(t)). Quant a`
t1, il s’agit du temps de re´sidence de la femelle 1, qu’elle controˆle. Aussi J1 est-il le paiement
de la femelle 1 : le nombre de descendants qu’elle peut espe´rer obtenir de cet agre´gat 4, auquel
on retranche un couˆt proportionnel au temps investi, qui s’exprime en terme de succe`s repro-
ducteur optimal espe´re´ dans cet environnement. L’indice 2 correspond a` la femelle 2, mutatis
mutandis. Chaque paiement de´pend des strate´gies ψi de re´troaction sur l’e´tat adopte´es par les
joueurs. Notons que puisque les protagonistes sont admis identiques et pe´ne`trent dans l’are`ne
simultane´ment, nous dirons que le jeu est syme´trique en ce sens que J1(ψ1,ψ2) = J2(ψ2,ψ1).
Par convention, l’indice −i de´signera l’adversaire du joueur i. Soulignons que les ψi sont des
applications qui font correspondre les (x0,xi,x−i,y−i) aux de´cisions de chaque joueur, a` la fois
en terme de de´part (ti) et d’oviposition (u,v).
Enfin seul
Commenc¸ons par les ψi(x,0) (le ze´ro signifie y−i = 0 : pas d’autre femelle, la femelle i est
seule), puisqu’ils sont donne´s par la the´orie classique de se´lection des ressources (cf. Section
2.6.1). En effet, l’adversaire parti, on est seul sur un agre´gat qui contient deux types de
ressources potentielles : des hoˆtes sains et d’autres parasite´s uniquement par l’ex-adversaire,
respectivement x0 et x−i.
Pre´cisons le lien avec la Section 2.6.1 : un hoˆte sain vaut, a priori, 1 unite´ de
succe`s reproducteur (un descendant, e1 = 1) alors qu’un hoˆte uniquement parasite´
par la femelle 2 vaut pi (un demi descendant par exemple, e2 = pi). Le temps
de manipulation est suppose´ le meˆme qu’il s’agisse d’un hoˆte sain ou parasite´
(h1 = h2 = h).
Selon la the´orie classique de la cueillette (cf. Section 2.6.1), deux sce´narios sont envisa-
geables :
– soit pi < γ?h et la strate´gie optimale consiste a` rejeter les hoˆtes parasite´s,
– soit pi ≥ γ?h et il convient alors de les accepter.
4. Il s’agit de la somme des hoˆtes parasite´s, durant le temps t1 qu’elle sera reste´e sur l’agre´gat, fois la
probabilite´ (1, a priori, pour les hoˆtes sains, et pi pour les hoˆtes parasite´s uniquement par la femelle 2) qu’une
telle attaque se re´ve`le fructueuse. Somme a` laquelle on retranche une autre somme, qui correspond aux actes
de superparasitisme auxquels se sera livre´e la femelle 2 durant un temps t2.
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Dans chacune de ces situations, le temps de de´part optimal est donne´ par le the´ore`me de
Charnov. Soit
r(x0,z) :=
γ?α
(1− γ?h)x0 + (pi − γ?h)z ,
– si pi < γ?h (seuls les hoˆtes sains sont attaque´s) alors il s’agit de partir quand r(x0,0) ≥ 1,
– sinon s’en aller quand r(x0,x−i) ≥ 1 est optimal. De plus, on peut dans ce cas montrer
que r(x0,x−i)x−i est la proportion d’hoˆtes uniquement parasite´s par la femelle −i qui
e´chappe au superparasitisme a` la suite de son de´part.
Dore´navant, nous admettrons que pi > γ?h car on peut montrer que dans le cas contraire,
un hoˆte parasite´ ne devrait, en compe´tition, jamais eˆtre accepte´ (le contraire aurait e´te´ sur-
prenant).
Retour au jeu
A` pre´sent, il s’agit de de´terminer une paire de ψi(x,1) qui constitue un e´quilibre de Nash
du jeu e´nonce´ par (3.1), (3.2) et (3.3). Tout comme nous avions proce´de´ en Section 2.6.2,
nous recherchons la meilleure re´ponse face a` une strate´gie adverse donne´e. S’il apparaˆıt que la
meilleure re´ponse a` l’adversaire consiste a` employer sa propre strate´gie, on est alors en pre´sence
d’un e´quilibre de Nash strict et syme´trique dont nous savons qu’il a sa part de pertinence dans
les jeux d’e´volution.
Admettons que la femelle 2 adopte une politique ψ∗2(x,1) qui consiste a`
– jouer v = 1 (attaquer tout hoˆte admissible rencontre´)
– et partir quand r(x0,x2) ≥ 1.
Autrement dit, admettons que la femelle 2 se pre´pare a` attendre patiemment le de´part de la
femelle focale a` moins que r(x0,x2) ≥ 1 : si elle, la femelle 2, part, son adversaire la suit sans
plus attendre. Ainsi ne craint-elle aucun superparasitisme apre`s son de´part ; la perte associe´e
est nulle.
Afin d’illustrer le raisonnement qui suit, nous nous re´fe´rerons a` la Figure 3.2. L’ide´e est la
suivante : si la meilleure re´ponse face a` un adversaire qui joue ψ?2 conduit a` un superparasitisme
mutuel (u = v = 1, notons que u = v maintient x1 = x2 tout au long de la trajectoire suivie)
pour enfin s’en aller lorsque l’on atteint l’intersection des varie´te´s r(x0,x1) = 1 et r(x0,x2) = 1
(les femelles partent ainsi simultane´ment) alors ce sce´nario correspond bien a` une confrontation
ψ?1 versus ψ
?
2 et la paire (ψ
?
1,ψ
?
2) constitue un e´quilibre de Nash syme´trique.
3.4 Une reformulation du jeu
Conside´rons la politique de la femelle 2 fige´e a` ψ?2. Du point de vue de la femelle 1, il
s’agit alors de re´soudre un proble`me de commande optimale, d’ou` la reformulation qui suit.
Formulons le crite`re a` maximiser a` la fois en t? et en u ainsi :
J(x0,u(·),t?) =
∫ t?
0
L(x(t),u(t),v)dt+K(x(t?)) avec L = φ01 + pi(φ23 − φ13)− γ? , (3.4)
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Fig. 3.2 – Ce croquis repre´sente l’espace d’e´tat (x1,x2). Les lignes verticales et hori-
zontales de´crivent respectivement les varie´te´s r(x0,x1) = 1 et r(x0,x2) = 1.
Les re´gions hachure´es correspondent, respectivement, a` r(x0,x1) ≥ 1 et
r(x0,x2) ≥ 1. La fleˆche repre´sente la projection de la fin de trajectoire
associe´e au sce´nario conside´re´ dans le corps de ce document.
ou` v est en fait fige´e a` 1, t? est un temps d’arreˆt libre tel que
t? ≤ inf{t | r(x0(t),x2(t)) ≥ 1}
et
K(x) :=
{
qk(x) si r(x0,x1) < 1 et r(x0,x2) < 1 ,
0 sinon ,
(3.5)
avec k(x) := −pix1[1− r(x0,x1)]. Quant au paiement terminal K, il repre´sente la perte duˆe au
superparasitisme susceptible de se produire apre`s avoir quitte´ l’agre´gat (qk(x) est une perte
calcule´e via le the´ore`me de Charnov, cf. Section 3.3.2, §‘Enfin seul’).
Par de´finition de ψ?2, la femelle 2 reste pre´sente jusqu’au de´part de la femelle 1 (puisqu’elle
ne s’autorise a` partir que lorsque cela conduit la femelle 1 a` s’en aller elle aussi). Ainsi y2
reste constant, e´gal a` 1, tout au long de la trajectoire suivie. Cette variable d’e´tat est donc
obsole`te ; c’est la raison pour laquelle elle n’apparaˆıt dore´navant plus.
De plus, il se trouve que le nombre de parame`tres peut eˆtre re´duit si l’on pose : ζ = γ?h
et ω = α/h (c’est e´quivalent a` prendre h comme unite´ de temps). Aussi, soient
D1 = D1/h = ω + x0 + ux2 , D2 = D2/h = ω + x0 + vx1 (3.6)
et leur rapport R := D1/D2. De plus, soient s(t) une fonction croissante telle que dt =: qhD1ds,
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x˚ := dx/ds, ∣∣∣∣∣ ϕ01 := x0 ,ϕ02 := x0R ,
∣∣∣∣∣ ϕ13 := vx1R ,ϕ23 := ux2 , (3.7)
et la dynamique (3.2) devient la fonction f(x,u,v) suivante :
x˚0 = −ϕ01 − ϕ02 , x0(0) = 1 ,
x˚1 = +ϕ01 − ϕ13 , x1(0) = 0 ,
x˚2 = +ϕ02 − ϕ23 , x1(0) = 0 ,
x˚3 = +ϕ13 + ϕ23 , x3(0) = 0 .
(3.8)
Soit δ := x1 − x2. On a
δ˚ = ω(ux2 − vx1)/D2 , δ(0) = 0 . (3.9)
Ainsi, de par le fait que δ(0) = 0 et v = 1, le plan bissecteur se re´ve`le eˆtre une
barrie`re dans ce proble`me ; c’est-a`-dire que la trajectoire e´volue dans la partie
de l’espace d’e´tat donne´e par x1 ≤ x2 et se maintient dans le plan bissecteur
x1 = x2 ssi u = 1 tout du long. Par conse´quent, la discontinuite´ de K(x) (pas celle de son
gradient) aurait pu eˆtre ignore´e dans l’e´nonce´ du crite`re (3.4). Toutefois, cela aurait pu eˆtre
mal interpre´te´, d’ou` la formulation non ambigue¨ en e´quation (3.4).
Le crite`re (3.4) peut dore´navant s’exprimer ainsi :
J (x0,u(·),s?) = J(x0,u(·),t(s?))/q =
∫ s?
0
L(x,u,v)ds+K(x(s?)) , s? ≤ inf{s | r(x0,x2) ≥ 1} ,
(3.10)
ou` L = ϕ01 + pi(ϕ23 − ϕ13)− ζD1 et K(x) := min{0,k(x)}.
Soit λ le vecteur adjoint de l’e´tat x de l’agre´gat. Vient le Hamiltonien
H(λ,x,u) := L(x,u,v) + 〈λ,f(x,u,v)〉 , (3.11)
= −x0λ0(1 + R) + λ1(x0 − vx1R) + λ2(x0R− ux2)
+x0 + pi(ux2 − vx1R)− ζD1 .
Selon le principe du maximum de Pontryagin [121], si une politique u?(·) qui engendre une
trajectoire x?(·) est optimale, alors il existe une trajectoire adjointe continue λ(·) telle que
λ˚ = −∇xH(λ,u?,x?) ,
λ(s?) = ∇xK(x(s?)) ,
H(λ(s?),x?(s?),u(s?)) = 0 ,∣∣∣∣∣ ∀s ∈ [0,s?] ou` u?(·) est continue ,H(λ(s),x∗(s),u?(s)) = maxu∈[0,1]H(λ(s),x?(s),u) .
(3.12)
Comme le Hamiltonien (3.11) est affine en u, la dernie`re condition ci-dessus se traduit en la
fonction de commutation σ := ∂H/∂u suivante :
σ = [−λ0x0 − λ1vx1 + λ2(x0−D2) + pi(D2−vx1)− ζD2]x2/D2 (3.13)
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et la politique “bang-bang” associe´e :
u? =

1 si σ > 0
tout u ∈ [0,1] si σ = 0
0 si σ < 0
. (3.14)
Le cas singulier σ = 0 rend le paiement de la femelle focale indiffe´rent a` son choix d’attaquer
ou non un hoˆte uniquement parasite´ par son adversaire.
On a ∀i ∈ {0,1,2} , λ˚i = −∂H/∂xi , d’ou` les e´quations adjointes :
λ˚0 = λ0[1 + R+ x0(1− R)/D2] (3.15)
−λ1[1− vx1(1− R)/D2]− λ2[R+ x0(1− R)/D2]
+pivx1(1− R)/D2 − (1− ζ) ,
λ˚1 = −λ0vx0R/D2 + λ1vR(1− vx1/D2) + λ2vx0R/D2
+pivR(1− vx1/D2) ,
λ˚2 = [λ0x0/D2 + λ1vx1/D2 + λ2(1− x0/D2)− pi(1− vx1/D2) + ζ]u .
Remarquons que u = v = 1 maintient tout au long de la trajectoire suivie x1 = x2 ; par
conse´quent on a aussi D1 = D2 (de´finis en (3.6)), ou encore R = 1. Une telle syme´trie simplifie
conside´rablement la dynamique et les e´quations adjointes.
En effet, admettons que u = v = 1 et que x1 = x2 =: ξ. Soient D := ω+x0+ξ, Λ := λ1+λ2
et ς := σ/ξ. D’apre`s (3.7), (3.8), (3.11) et (3.13), viennent la dynamique, le Hamiltonien et la
fonction de commutation suivants,{
x˚0 = −2x0 , x0(s?) =: x?0
ξ˚ = x0 − ξ , ξ(s?) =: ξ?
, (3.16)
H = −2x0λ0 + Λ(x0 − ξ) + x0 − ζD , (3.17)
ς = [−λ0x0 − Λξ − λ2ω + pi(ω + x0)− ζD]/D , (3.18)
ainsi que les e´quations adjointes que voici, d’apre`s (3.15) :
λ˚0 = 2λ0 − Λ− (1− ζ)
Λ˚ = (Λ + ζ)
λ˚2 = −ς
. (3.19)
Tout comme nous l’avions fait en Section 2.6.2, notre objectif est ici de nous appuyer sur
cette syme´trie pour inte´grer analytiquement les e´quations adjointes.
3.5 Un e´quilibre en strate´gies pures
En queˆte d’un e´quilibre de Nash syme´trique, notre objectif est de confronter la trajectoire
donne´e par u = v = 1 et qui se termine sur la varie´te´ r(x0,x1) = 1 aux conditions ne´cessaires
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x0
ξ
Fig. 3.3 – Ce croquis repre´sente la projection du plan bissecteur x1 = x2 sur le plan
(ξ,x0), ou` ξ de´note soit x1, soit x2. La diagonale correspond au bord de
l’espace d’e´tat, ou la ligne x0+2ξ = 1. L’autre oblique repre´sente la varie´te´
terminale r(x0,ξ) = 1. La courbe correspond typiquement au chemin suivi
quand la dynamique est gouverne´e par la paire (u = 1,v = 1). Elle trouve
son origine en le point (x0 = 1,ξ = 0) et se dirige vers (0,0). La ligne
horizontale basse correspond a` x0 = ζω/(1 − ζ). Celle du haut repre´sente
la varie´te´ x0 = ωpi/(1− pi).
d’optimalite´ de Pontryagin, cf. e´quation (3.12). Nous restreindrons donc notre champ d’inves-
tigation au plan bissecteur x1 = x2 =: ξ. Nous nous re´fe´rerons a` la varie´te´ r(x0,ξ) = 1 (une
ligne) pour de´signer l’intersection des plans x1 = x2 et r(x0,x1) = 1, cf. Figure 3.3.
Un pre´liminaire requis a` l’inte´gration re´trograde des e´quations adjointes est de caracte´riser
leurs conditions aux limites, ou la varie´te´ sur laquelle doit-on s’arreˆter.
3.5.1 Aux limites du superparasitisme
Sur la varie´te´ terminale
Puisque K(x) (cf. e´quation (3.10)) n’est, sur la varie´te´ r(x0,x1) = 1, pas diffe´rentiable,
la seule information dont nous disposions sur l’adjoint final est qu’il appartient au sous-
diffe´rentiel correspondant, cf. equation (3.12). Ainsi aucune expression explicite du Hamil-
tonien sur la varie´te´ en question ne nous permet-elle de de´terminer sous quelles e´ventuelles
conditions pourrait-il s’y annuler, tel que requis par l’e´quation (3.12). Cependant, peut-eˆtre
peut-on montrer qu’il ne peut eˆtre nul ailleurs.
Soit H un Hamiltonien final candidat en tout point de l’espace d’e´tat restreint a` x1 ≤ x2
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et r(x0,x1) < 1 :
H(x,u,v) := L(x,u,v) + 〈∇k(x),f(x,u,v)〉 .
De meˆme, posons µ := ∇k. On a
µ0 = ∂k(x)/∂x0 = −pix1(1− ζ)r2/(ζω) < 0
µ1 = ∂k(x)/∂x1 = −pix1(pi − ζ)r2/(ζω)− (1− r)pi < 0
µ2 = ∂k(x)/∂x2 = 0
.
Admettons que la dynamique soit gouverne´e par la paire (u = 1,v = 1). La trajectoire
se maintient donc dans le plan bissecteur x1 = x2 =: ξ. Ainsi la Figure 3.3 appuiera-t-elle le
raisonnement qui suit.
Soit ς la fonction de commutation associe´e a` H. Substituer les λi par les µi dans les
e´quations (3.17) et (3.18) donne :
H(x,1,1) = −2µ0x0 + µ1(x0 − ξ) + L(x,1,1) ,
et ς˜ = pi− ζ > 0. Ainsi, si une trajectoire gouverne´e par u = v = 1 devait se terminer, dans le
plan bissecteur, avant d’atteindre la varie´te´ r(x0,ξ) = 1 (puis que l’on ne peut s’aventurer plus
loin), alors, au voisinage de l’e´tat final, jouer u = 1 contre v = 1 satisferait bien les conditions
ne´cessaire de Pontryagin, cf. e´quation (3.12).
Focalisons nous tout d’abord sur la limite de H, disons H˜, au voisinage de la varie´te´
r(x0,ξ) = 1. On a
H˜(x,1,1) =
(
(1− pi)pix0
pi − ζ
[
1− 1− ζ
ζω
x0
])
> 0 ,
puisque les relations x0 = ζω/(1 − ζ) et r(x0,ξ) = 1 ne peuvent eˆtre simultane´ment vraies
sous cette dynamique.
Il vient 〈(
x0
ξ
)
,
(
∂H(x,1,1)/∂x0
∂H(x,1,1)/∂ξ
)〉
= x0[1− (pi − ζ)] + ξ(pi − ζ) > 0 .
D’ou`, par continuite´ (le long du champ radial de la Figure 3.3), pour tout x hors de la re´gion
du plan bissecteur ou` r(x0,ξ) < 1, H(x,1,1) > 0.
Ainsi partir avant d’atteindre la varie´te´ r(x0,ξ) = 1 ne peut eˆtre optimal. Puisque H(x,1,1)
n’est rien d’autre que ∂J (·,1,s?)/∂s?, il s’agit bien d’attendre que r(x0,ξ) = 1 pour s’en aller
(on ne peut aller plus loin) ; ceci pourvu que la trajectoire optimale se maintienne effectivement
dans le plan bissecteur, ce que nous ve´rifierons dans un second temps (cf. Section 3.5.2.
Comparaison avec l’article [62]. Remarque : par conse´quent, si les femelles e´taient,
comme dans l’article [62], admises maximiser le paiement courant L, elle commuteraient au
superparasitisme de`s que x0 passerait en dec¸a de ωpi/(1− pi). Or puisque pi > ζ, la trajectoire
franchirait la varie´te´ x0 = ωpi/(1 − pi) avant d’atteindre r(x0,ξ) = 1. Par conse´quent, dans
notre mode`le ou` le nombre d’attaques par hoˆte est limite´, des femelles qui maximiseraient ce
gain e´phe´me`re seraient suppose´es partir simultane´ment, a` un instant de´terministe.
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De plus, puisque H˜(x,1,1) est, de meˆme que ς˜, strictement positif, par continuite´, il le reste
a` tout le moins dans au voisinage de la varie´te´ r(x0,ξ) = 1. Cette affirmation est, a` l’e´gard du
proble`me sous-jacent, pertinente dans la restriction de l’espace d’e´tat donne´e par x1 ≤ x2 et
r(x0,x1) ≤ 1.
En outre, dans la re´gion du plan bissecteur ou` K = 0, on a ∂J (·,1,s?)/∂s? = L(x,1,1) < 0.
En effet, puisqu’un superparasitisme mutuel, le long d’une trajectoire syme´trique, re´sulte
en une pure perte de temps (tel que compare´ a` une situation dans laquelle personne ne
superparasiterait son semblable), L(x,1,1) est infe´rieur a` L(x,0,0), ne´gatif sous la varie´te´ x0 =
ωpi/(1 − pi), cf. Figure 3.3. Ainsi, par continuite´, L(x,1,1) < 0 au voisinage de r(x0,ξ) = 1.
Cette affirmation est, a` l’e´gard du proble`me sous-jacent, pertinente dans la restriction de
l’espace d’e´tat donne´e par r(x0,x1) > 1 et r(x0,x2) ≤ 1.
En re´sume´, les deux dernie`res affirmations impliquent que depuis n’importe quel point
qui se situe non loin de la ligne r(x0,ξ) = 1, le plan r(x0,x1) = 1 est une varie´te´ terminale
du proble`me sous-jacent. Ainsi pouvons-nous donc substituer le paiement terminal K par la
contrainte qui veut que l’e´tat final appartienne a` la varie´te´ r(x0,x1) = 1.
Sur les conditions aux limites
Soit M = 0, M := x0(1− ζ) + x1(pi− ζ)− ζω, notre varie´te´ terminale (M = 0 e´quivaut a`
r(x0,x1) = 1). Cela se traduit en λ(s?) = ∇K(x(s?)) + κ∇M(x(s?)), avec s? rede´fini tel que
s? := inf{s | M(x(s)) = 0}. On a donc λ0λ1
λ2
 = κ
 ∂M/∂x0 = 1− ζ∂M/∂x1 = pi − ζ
∂M/∂x2 = 0
 ,
ou` κ est un scalaire. Choisissons κ tel que H(λ,x,1) = 0, comme requis par l’e´quation (3.12) (H
donne´ par l’e´quation (3.17)). Il vient κ = L(x,1,1)/[2(1−ζ)x0−(pi−ζ)(x0−ξ)]. Pouvons-nous
affirmer que la fonction du commutation σ est bel et bien positive lorsque w = 1?
Se servir du fait que r(x0,ξ) = 1 nous permet d’exprimer σ telle une fonction de x0
uniquement (plus de ξ). Soit Σ = ς[ζω + (1 − pi)x0](pi − ζ)D une fonction qui caracte´rise le
signe de σ sur la varie´te´ terminale. On a Σ = ax20 + bx0 + c avec a = (1 − pi)(pi2 − 2ζpi + ζ),
b = ω(1 − pi)(pi2 − 3ζpi + ζ2) et c = ζω2pi(pi − ζ). Puisque le x0 final n’est pas encore connu
(puisque r(x0,ξ) = 1, nous savons au moins que x0 ∈ [0,ζω/(1 − ζ)]), notre objectif est de
de´terminer une borne infe´rieure p¯i telle que ∀pi ∈ [p¯i,1/2] , ∀x0 ∈ [0,ζω/(1 − ζ)] , σ ≥ 0. Cela
consiste a` re´soudre ∆(pi) := b2 − 4ac = 0. Cependant, ∆(pi) = 0 est une e´quation de degre´
cinq dont nous n’attendons aucune forme close de p¯i. Ne´anmoins, on remarque aise´ment que
p¯i ne de´pend pas de ω et ne de´pend donc que de ζ. D’apre`s la Figure 3.4, σ est sans nul doute
positive dans la majeure partie de l’espace des parame`tres, et potentiellement ne´gative pour
les petits (pi − ζ)/ζ.
En re´sume´, jouer u = 1 contre v = 1 lorsque l’on s’appreˆte a` partir sur la varie´te´ r(x0,ξ) = 1
est optimal dans la majeure partie de l’espace des parame`tres (ω,ζ,pi). La re´gion qui reste
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Fig. 3.4 – Ce graphe repre´sente les varie´te´s pi = p¯i et pi = ζ dans le plan (ζ,pi).
Puisqu’il est admis que pi − ζ ≥ 0, l’espace des parame`tres se re´duit au
triangle supe´rieur. La re´gion d’incertitude est celle du milieu.
incertaine (du fait de l’absence de connaissance sur le x0 final) est repre´sente´e en Figure 3.4.
3.5.2 Retour rapide
Notre objectif est d’inte´grer les e´quations adjointes (3.19) en temps re´trograde depuis tout
point de la varie´te´ terminale r(x0,ξ) = 1. Ceci afin de confronter la strate´gie qui consiste a`
jouer u = 1 contre v = 1 aux conditions ne´cessaires d’optimalite´ de Pontryagin.
Nous avons vu en Section 3.5.1 que σ(s?) est positif dans la majeure partie de l’espace des
parame`tres. Toutefois, y subsiste une re´gion incertaine. Dans un premier temps, nous admet-
trons que σ(s?) ≥ 0. Aller plus loin sous cette hypothe`se est susceptible de nous permettre de
repousser les limites de la “terra incognita” de l’espace des parame`tres (si tant est que nous
re´cupe´rions de l’information sur le x0 final, cf. Section 3.5.1). Ainsi la paire (u = 1,v = 1)
restera-t-elle fige´e lors de l’inte´gration des e´quations adjointes, du moins aussi longtemps que
σ restera positive.
En effet, si σ passe (en temps re´trograde) dans le ne´gatif, alors il est optimal pour la
femelle focale de commuter au superparasitisme contre une adversaire qui elle attaquerait
tous les hoˆtes admissibles sans distinction, quel que soit l’e´tat de l’agre´gat x. Mais, s’il en
est ainsi, il nous faudra admettre que l’adversaire puisse aussi commuter par re´troaction sur
l’e´tat. Or ceci induit une discontinuite´ endoge`ne dans la dynamique, qui a` son tour provoque
un saut de l’adjoint que l’on ne peut caracte´riser sans connaˆıtre, ne serait-ce que localement,
la forme de la varie´te´ de commutation. Or cela ne´cessite de s’aventurer hors du plan bissecteur
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et, a` titre de comparasion avec la Section 2.6.2, la syme´trie qui rend ici concevable d’inte´grer
analytiquement les e´quations adjointes est duale et ne repose non plus uniquement sur les
commandes mais aussi sur les variables d’e´tat x1 et x2. Ainsi sommes-nous cloˆıtre´s dans le
plan bissecteur, donc en incapacite´ de faire face a` un changement de signe de la fonction de
commutation. Ne´anmoins, cela ne signifie pas que cette approche soit ne´cessairement ste´rile
en terme d’information sur la solution du jeu, comme nous allons le voir.
Tant que la fonction de commutation σ reste positive, on a, selon l’e´quation (3.16), la
dynamique suivante : {
x0(s) = x?0e
2(s?−s)
ξ(s) = (x?0 + ξ
?)e(s
?−s) − x0(s)
.
Ainsi le rapport ρ :=
√
x0/(x0 + ξ) est-il, sous cette dynamique, invariant.
Les e´quations (3.16), (3.18) et (3.19) donnent
ς˚ = ς + (1− 2pi)x0/D , ς(s?) =: ς? . (3.20)
On voit donc que, si pi = 1/2, ς garde le signe de ς?, admis positif dans cette section.
Aucune commutation ne se produit pour pi = 1/2. De surcroˆıt, soulignons que puisque σ est
strictement positif, ce re´sultat est robuste ; il reste vrai au moins pour quelque valeur de pi qui
se situe non loin de 1/2, sur sa gauche.
Soit z := x0 + ξ. De par le fait que z˚ = −z et que x0/z2 = x?0/z?2 = ρ2, on s’assure
aise´ment que l’expression suivante est bien solution de l’e´quation diffe´rentielle (3.20) :
ς = ς?
z?
z
− (1− 2pi) x
?
0
zz?
[
z2 − z?2
2
− ω(z − z?) + ω2 ln
(
ω + z
ω + z?
)]
, (3.21)
ou` ς? est donne´ par la Section 3.5.1, §‘Sur les conditions aux limites’. Il s’en suit, de par
le fait que la dynamique laisse ρ invariant et que r(x?0,ξ
?) = 1, que ς s’exprime telle une
fonction de l’e´tat courant x uniquement. Ainsi nous est-il possible de caracte´riser la varie´te´ de
commutation dans l’espace d’e´tat restreint au plan bissecteur tel qu’illustre´ en Figure 3.5.2.
Notre conjecture est que le sce´nario Nash-optimal, depuis le point initial (ξ = 0,x0 = 1),
consiste
– a` suivre, avec u = v = 0, le bord de l’espace d’e´tat (donne´ par x0 + 2ξ = 1) jusqu’a` son
e´ventuelle intersection avec la varie´te´ de commutation,
– pour ensuite prendre u = v = 1 jusqu’a` rencontrer la varie´te´ terminale r(x0,ξ) = 1, ou`
nos femelles sont invite´es a` s’en aller.
Toutefois, pour pi proche de 1/2, aucune varie´te´ de commutation n’apparaˆıt dans l’espace
d’e´tat donc, comme prouve´ pre´ce´demment, la trajectoire du jeu est donne´e par u = v = 1 de`s
le point initial et ce jusqu’a` la varie´te´ terminale.
Enfin, puisque, pour pi = 1/2, la trajectoire est lisse et invariante en ρ, le x0 final s’exprime
tel une fonction des parame`tres du mode`le. Par conse´quent, il est maintenant possible de
caracte´riser avec pre´cision la re´gion de validite´ du sce´nario associe´ (par opposition a` la Figure
3.4, qui ne donnait qu’une enveloppe basse). D’apre`s la Figure 3.6, nous observons en effet que
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Fig. 3.5 – Ce graphe repre´sente les varie´te´s de commutation au sein du plan bissecteur
(ξ,x0) pour plusieurs valeurs de pi ; de gauche a` droite et de haut en bas,
pi = {1/2,1/3,1/4,1/5}. Nous avons pris ω = 1 et ζ = 1/6. Sont aussi
repre´sente´s, la limite de l’espace d’e´tat, ou la droite donne´e par x0+2ξ = 1,
les varie´te´s terminales donne´es par r(x?0,ξ
?) = 1 et les (fin de) trajectoires
(courbes) qui nous semblent pertinentes.
ce re´sultat pre´vaut certes pour ζ ≤ 0.4 (comme pre´ce´demment indique´ en Figure 3.4), mais
aussi dans une approximative moitie´ de la re´gion auparavant incertaine de la Figure 3.4.
Reste a` savoir que se passe-t-il a` droite de la se´paratrice en Figure 3.6. Notons que cette
courbe de´crit la varie´te´ sur laquelle, au sein de l’espace des parame`tres, restreint a` pi = 1/2,
ς(s?) = 0. D’apre`s l’e´quation (3.20), il est clair que dans ce cas la fonction de commutation
est nulle tout au long de la trajectoire. Ce n’est pas anodin dans la mesure ou` cela correspond
a` une trajectoire bi-singulie`re, cf. Section 1.3. Autrement dit, il se peut qu’au dela` de cette
frontie`re re´sident des e´quilibres en strate´gies d’oviposition mixtes.
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Fig. 3.6 – Ce graphe repre´sente, dans l’espace des parame`tres (ζ,ω), la se´paratrice ou`
la fonction de commutation, a` l’instant final, prise avec u = v = 1, change
de signe. A` gauche, la fonction de commutation est positive. Rappelons que
ζ = γ?h est le couˆt du temps a` l’unite´ et ω = α/h est le temps ne´cessaire
pour sonder un hoˆte (de´terminer s’il est parasite´ ou non), si l’on prend
pour unite´ de temps le temps de manipulation h d’un hoˆte (oviposition).
3.6 Discussion
Nous avons traite´ le superparasitisme tel un jeu diffe´rentiel et montre´ que re´side, dans
la majeure partie de l’espace des parame`tres, un e´quilibre de Nash syme´trique en strate´gies
pures, qui est l’objet de cette discussion. Du moins ce re´sultat ne fait-il aucun doute lorsque
pi, ou la probabilite´ que le superparasitisme se re´ve`le fructueux, est proche de 1/2, sa borne
supe´rieure. De surcroˆıt, ce cas particulier nous semble le plus pertinent ; pour les raisons
de´taille´es en Section 3.2, un taux de succe`s du superparasitisme de 1/2 semble eˆtre une valeur
honneˆte en compe´tition directe.
Cependant, si pour quelque raison biologique cette probabilite´ devait eˆtre conside´re´e signi-
ficativement infe´rieure a` 1/2, il est tre`s vraisemblable (car non de´nue´ de sens) que la strate´gie
mentionne´e plus haut soit en effet solution du jeu. Elle consiste a` rejeter les hoˆtes parasite´s
jusqu’a` ce que les hoˆtes sains ne repre´sentent plus qu’une certaine proportion, au dec¸a` de
laquelle tout hoˆte admissible est accepte´. Pour autant, cette strate´gie ne correspond pas a`
une strate´gie myope en terme d’oviposition ; elle re´sulte d’un compromis entre les enjeux a`
court terme (compe´tition pour les hoˆtes sains) et une anticipation a` plus long terme car (i) le
temps a un couˆt (en terme d’opportunite´s manque´es) et (ii) il s’agit de prendre en compte le
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superparasitisme susceptible de se produire une fois que l’on aura quitte´ l’agre´gat.
Pour bien comprendre, revenons sur le cas dans lequel le superparasitisme e´choue une fois
sur deux. L’e´quilibre e´volutivement stable consiste a` accepter tout hoˆte admissible d’entre´e de
jeu. Typiquement, un raisonnement myope aurait pre´conise´ le rejet des hoˆtes parasite´s dans
un premier temps, afin de se focaliser sur les hoˆtes sains, tant qu’ils ne sont gue`re difficiles
a` se procurer. Tentons de formuler une explication. Puisque le temps a un certain couˆt et
que les hoˆtes parasite´s ne sont apre`s tout pas si mauvais, il seront bons a` prendre dans un
second temps. Pourquoi donc rejeter un hoˆte pour l’accepter ensuite ? Pour ne
conce´der aucune avance (e´phe´me`re) a` l’adversaire? Est-ce vraiment judicieux?
C’est pre´cise´ment la question qui anime ce jeu diffe´rentiel.
Une strate´gie non myope e´mergeait de´ja` du jeu diffe´rentiel de se´lection de ressources donc
cette solution n’est pas si surprenante a` premie`re vue. Cependant, la nouveaute´ propre au
jeu de superparasitisme tient au fait que ce re´sultat pre´vaut quelles que soient les valeurs des
parame`tres, meˆme si les enjeux a` court terme semblent a priori pre´valoir sur les conside´rations
a` plus long terme. Notre interpre´tation repose sur une composante qui ne faisait pas partie du
jeu de se´lection de ressources : la valeur espe´re´e de la ressource de meilleure qualite´ (les hoˆtes
sains) de´pend de l’ESS lui-meˆme.
Par conse´quent, si l’e´quilibre e´volutif veut que les hoˆtes sains soient attaque´s pour la
plupart d’entre eux (par exemple si γ? ou α proches de ze´ro), leur valeur espe´re´e n’est gue`re
plus grande que celle d’un hoˆte parasite´ et eˆtre se´lectif ne pre´sente plus beaucoup d’inte´reˆt.
D’un autre coˆte´, si le taux de succe`s du superparasitisme est significativement plus faible que
1/2, la valeur espe´re´e d’un hoˆte sain en est d’autant plus grande ; dans ce cas rejeter les hoˆtes
parasite´s dans un premier temps n’est pas de´nue´ de sens.
En re´sume´, quand pi est proche de un demi, quelles que soient les valeurs des
parame`tres, l’e´cart entre la valeur espe´re´e d’un hoˆte sain (qui de´pend de l’ESS)
et celle d’un hoˆte parasite´, n’est, a` l’e´quilibre, jamais assez significative pour cela
vaille la peine d’eˆtre se´lectif. Capturer un tel point-fixe est pre´cise´ment ce que
permet l’e´tude d’un jeu dynamique.
Ainsi notre mode`le montre-t-il qu’une strate´gie d’oviposition myope (telle qu’adopte´e par
[62] dans un contexte diffe´rent) peut n’eˆtre ni la meilleure, ni la plus simple, des approximations
possibles. Cependant, pour pi significativement infe´rieure a` un demi, la politique d’oviposition
a` l’e´quilibre est qualitativement proche de la strate´gie myope, puisque cela consiste aussi a`
commuter au superparasitisme au cours du jeu, lorsque la proportion d’hoˆtes sains passe sous
un certain seuil.
De plus, notre mode`le montre que le superparasitisme n’implique pas ne´cessairement de
guerre d’usure (en re´fe´rence a` l’article [62]), ou des temps de de´part ale´atoires. Certes, les dy-
namiques des deux mode`les sont diffe´rentes. Ne´anmoins, elles sont qualitativement semblables
a` un raffinement de l’effet de dilution pre`s (cf. Section 3.2.3). De plus, nous avons montre´ en
Section 3.5.1 que si la strate´gie d’oviposition e´tait fige´e telle myope dans notre mode`le, cela
ne changerait rien au fait que les temps de de´part seraient de´terministes. Par conse´quent, il
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semble que la diffe´rence la plus pertinente entre les deux mode`les repose sur le fait que nous
limitions, pour les besoins de l’analyse mathe´matique, le nombre d’attaques par hoˆte, contrai-
rement aux auteurs de [62]. De fait, dans leur mode`le, l’inte´reˆt de rester seul sur l’agre´gat
est plus grand, puisque tout hoˆte perdu par superparasitisme peut eˆtre repris ; d’ou` la guerre
d’usure qui s’en suit. Ne´anmoins, admettons que pi = 1/2 ; attaquer un hoˆte´ de´ja` parasite´ par
chacun des joueurs fait que la probabilite´ que cet hoˆte donne un descendant a` la femelle focale
est de 2/3, d’ou` un gain de 1/6. Par conse´quent, si 1/6 < ζ < 1/2 (bon environnement), une
troisie`me attaque n’est pas judicieuse et notre mode`le pre´vaut.
Revenons a` la vie re´elle. Visser [154] a mene´ des expe´riences de laboratoire avec Lepto-
pilina heterotoma et Asora Tabida, apre`s avoir pre´dit une commutation au superparasitisme
et un temps de de´part commun, de´terministe. Bien qu’il ait observe´ en continu les femelles
en compe´tition sur un agre´gat d’hoˆtes, la question de leur commutation en terme de strate´-
gie d’oviposition ne fut traite´e ; les hoˆtes furent disse´que´s pour y compter le nombre d’œufs
pre´sents, in fine. En effet, proce´der a` des statistiques sur la dynamique d’oviposition lorsque
plusieurs femelles sont simultane´ment pre´sentes sur un meˆme agre´gat semble hercule´en. En
ce qui concerne les temps de de´part, cependant, les auteurs de [161] et [59] ont observe´ un
polymorphisme au sein de la population ; autrement dit, leurs observations semblent a` pre-
mie`re vue corroborer le mode`le de [62], qui pre´dit une guerre d’usure, ou un e´quilibre mixte.
Cependant, dans ces deux expe´riences, les espe`ces de parasito¨ıdes (Trissolcus basalis et Pachy-
crepoideus vindemmiae) furent pre´cise´ment choisies pour leur caracte`re belliqueux ; or nous
savons depuis la Section 2.5 que l’interfe´rence a` elle seule justifie une guerre d’usure [135], ou
un e´quilibre mixte. Il serait donc pertinent de conduire des expe´rimentations avec une espe`ce
pacifique car on est en droit de se demander si le polymorphisme observe´ re´sulte
de l’interfe´rence ou du phe´nome`ne de superparasitisme per se, qui serait lui aussi
susceptible de conduire a` une guerre d’usure, selon les auteurs de l’article [62].
Enfin, il nous reste a` :
– aller plus loin dans l’exploration de la region qui reste inconnue et ou` il est plausible que
surgissent des strate´gies d’oviposition mixtes, cf. fin de la Section 3.5.2.
– re´soudre le jeu asynchrone ou asyme´trique ; qu’advient-il de ce jeu lorsque x1(0) 6= x2(0)?
Les pre´sents re´sultats sont-ils robustes a` une le´ge`re asyme´trie?
Traiter ces questions requiert d’aller au dela` du plan bissecteur x1 = x2. Ce n’e´tait pas
l’ambition de ce travail qui se voulait dans un premier temps tirer pleine partie de la syme´trie
x1 = x2. Une analyse plus avance´e est donc ne´cessaire afin de mieux comprendre les tenants
et aboutissants du jeu de superparasitisme.
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L’heure n’est pas a` dresser quelque conclusion de´finitive. En effet, trop de points restent
en suspens en ce qui concerne le jeu du superparasitisme, notre motivation initiale.
D’une part, subsiste une “terra-incognita” dans le cas synchrone-syme´trique (les femelles
attaquent l’agre´gat simultane´ment, lorsqu’il est vierge de tout parastisme, donc font face a`
une situation syme´trique), cf. Figure 3.6. Chercher a` comprendre ce qui peut bien se passer
dans cette impe´ne´trable re´gion nous a amene´ a` conside´rer l’e´ventualite´ de trajectoires bi-
singulie`res qui se trouvent de´coupler les e´quations d’Isaacs et re´sulter de la pertinence des
strate´gies mixtes en jeux diffe´rentiels, cf. Section 1.3. Aussi avons-nous illustre´ ce re´sultat
par un jeu sur la ligne qui traite de l’e´mergence d’une certaine forme de coope´ration dans
des dilemmes sociaux qui apparaissent notamment chez les couples d’oiseaux avec jeunes. En
effet, le jeu du superparasitisme se de´roule quant a` lui dans un irre´ductible espace d’e´tat de
dimension 3 (cf. Section 3.2.3) et ne fut donc susceptible de fournir un simple exemple. Qui
veut enqueˆter sur l’existence possible d’un champ de trajectoires bi-singulier dans ce jeu doit
alors e´tudier un champ de caracte´ristiques dont nous savons qu’il ne correspond pas au champ
optimal. De plus, dans la zone de l’espace d’e´tat qu’il veut bien recouvrir, ce champ se trouve
ne pas eˆtre univoque, ni particulie`rement e´le´gant. Du moins est-ce ce que nous croyons savoir
a` l’heure actuelle. La question de l’existence e´ventuelle d’un champ bi-singulier dans le jeu
de superparasitisme (strate´gies d’oviposition mixtes dynamiques?) ou re´pondre a` la question
‘adopter une propension continuˆment croissante a` superparasiter en situation de compe´tition
directe pre´sente-t-il du sens?’ est une perspective qui nous motive particulie`rement.
Ceci n’est pas sans lien avec la question de savoir si le re´sultat qui correspond a` la partie ex-
plore´e de l’espace des parame`tres (cf. Figure 3.6) pourrait eˆtre valide´ expe´rimentalement. Une
pre´diction quelque peu inattendue (mais ne´anmoins intelligible) du mode`le qui fait l’objet du
Chapitre 3, est qu’un hoˆte parasite´ ne devrait, en situation de compe´tition directe, jamais eˆtre
rejete´. Quelques tre`s pre´liminaires (et peu re´plique´es) observations sur des trichogrammes 5,
qui ne sont pas belliqueux, tendent au contraire a` re´ve´ler qu’il existe une phase premie`re au
cours de laquelle les hoˆtes parasite´s sont le plus souvent rejete´s, avant d’eˆtre volontiers ac-
cepte´s. Notre mode`le pourrait donc bien se voir re´fute´ chez cette espe`ce. Il s’agit a` pre´sent
5. il s’agit plus pre´cise´ment de Trichogramma cacoeciae, choisie pour sa transparence, face a` Trichogramma
brassicae. En effet, afin d’eˆtre a` meˆmes de distinguer aise´ment chaque femelle, nous leur faisons absorber du
miel, miel qui contient pour l’une un colorant rouge.
116 Conclusion et perspectives
d’e´laborer un protocole expe´rimental qui permettrait de rendre compte de cette e´ventuelle
commutation, via la statistique. Un point encourageant est qu’il n’est pas si difficile de faire
en sorte que les femelles attaquent l’agre´gat de fac¸on (quasi-)synchrone ; un cache perfore´ a`
l’endroit ou se trouve l’agre´gat d’hoˆtes sur la boite de Petri catalyse la venue des femelles, car
seul ce lieu de l’are`ne est e´claire´. Une fois nos deux protagonistes en posture d’oviposition, le
cache est retire´, et le jeu commence.
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Annexe A
Une cueillette discre`te
Est ici conside´re´ un mode`le dans lequel la ressource se pre´sente sous forme discre`te.
Soit q ∈ N la quantite´ de ressource qu’offre l’agre´gat. Dans ce mode`le, a` chaque e´le´ment
de ressource correspond un emplacement, qui reste inoccupe´, tel une alve´ole d’abeille vide´e de
son miel, apre`s passage du cueilleur. Ce dernier est suppose´ sonder ce gaˆteau de cire au gre´
du hasard. Puisqu’il s’agit d’une remarque non anodine, insistons sur le fait qu’il ne l’explore
pas de fac¸on syste´matique. Par conse´quent, on peut admettre que la distribution spatiale des
ressources reste homoge`ne au cours du temps. A` mesure que le temps passe, ine´vitablement,
le cueilleur sonde de plus en plus fre´quemment des alve´oles qui se trouvent eˆtre vides. Par
conse´quent, son rythme de cueillette de´croˆıt, ce qui l’ame`ne a` conside´rer l’opportunite´ de
partir. Ce serait vraisemblablement perdre un temps pre´cieux que de s’obstiner a` vouloir
s’emparer de la dernie`re alve´ole non vide.
Ainsi, la variable de de´cision est le temps t de re´sidence sur l’agre´gat. Aussi, introduisons
– α, dit le temps de sondage, qui correspond au temps ne´cessaire pour passer d’une alve´ole
a` l’autre et sonder cette dernie`re, c’est-a`-dire se rendre compte si elle est vide ou non.
– h, le temps de manipulation, ou le temps requis pour s’emparer de la ressource.
Soient
– tk : le temps auquel le kie`me e´le´ment de ressource est trouve´. Il est donc acquis au temps
tk + h.
– pk la quantite´ de ressource restant a` disposition sur l’agre´gat apre`s que le kie`me e´le´ment
soit retire´, i.e. pk = q − k , p0 = q.
– xk = pk/q la proportion de ressource disponible.
Nous sommes inte´resse´s par caracte´riser la loi des tk.
Toutes les α unite´s de temps, le cueilleur sonde une nouvelle alve´ole, e´ventuellement vide.
Pour un t = tk + h + `α donne´, l’e´ve´nement tk+1 = t e´quivaut a` dire que toutes les alve´oles
explore´es aux temps tk + h + α,tk + h + 2α, . . . ,tk + h + (` − 1)α e´taient vides, jusqu’a` celle
trouve´e au temps tk+h+ `α. Pendant tout ce temps, x n’a pas e´volue´ donc si l’on admet que
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ces e´ve´nements 1 e´taient inde´pendants, la probabilite´ d’occurrence d’une telle se´quence est
Pk,` = (1− xk)`−1xk . (A.1)
Donc le tk+1 espe´re´ est donne´ par
E(tk+1 − tk − h) =
∞∑
`=1
(1− xk)`−1xk`α = α
xk
.
D’ou`
E(tk+1 − tk) = α+ xkh
xk
.
De`s lors, R, ou la quantite´ espe´re´e de ressource accumule´e en un temps t, s’obtient comme
suit. On sait que P{tk+1 − tk − h = `α} =: Pk,` = (1 − xk)`−1xk (e´quation (A.1)). La loi
comple`te des tn se calcule donc ainsi. Soit Pnk := P{tn = kα+(n−1)h}, ou la probabilite´ que
k tentatives soient ne´cessaires pour mettre a` jour n e´le´ments de ressource; autrement dit, la
probabilite´ que t0+(t1− t0−h)+ . . .+(tn− tn−1−h) = kα. La fonction caracte´ristique d’une
somme de variables ale´atoires inde´pendantes est le produit de leurs fonctions caracte´ristiques.
Soit par conse´quent,
Pˆk(z) =
∞∑
`=1
Pk,`z
−` xk
z − (1− xk) .
La fonction caracte´ristique de tn est donc
Pˆn(z) = Pˆ0(z)Pˆ1(z) · · · Pˆn−1(z) ,
=
x0x1 . . . xn−1
[z − (1− x0)][z − (1− x1)] . . . [z − (1− xn−1)] .
Si l’on prend maintenant x0 = 1 et x` = 1− `/q, il vient
Pˆn(z)
(1− 1q )(1− 2q ) · · · (1− n−1q )
z(z − 1q ) · · · (z − n−1q )
. (A.2)
Reste, afin d’obtenir la probabilite´ Pnk = P{tn = kα+(k− 1)h)} recherche´e, a` de´velopper
cette fraction rationnelle en puissances de z−1. On proce`de a` une de´composition en e´le´ments
simples dont on de´veloppe chaque e´le´ment. Si l’on pose
Pˆn(z) =
n−1∑
m=0
anm
z − mq
,
il vient, pour tout n ≤ q,
anm = (−1)n−m−1
(q − 1)!
(q − n)!m! (n−m− 1)! = (−1)
n−m−1
(
q − 1
n− 1
)(
n− 1
m
)
,
1. ou plutoˆt `− 1 non-e´ve´nements puis un e´ve´nement : une trouvaille.
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et le de´veloppement donne, toujours pour tout n ≤ q:
Pnk =
n−1∑
m=0
anm
(
m
q
)k−1
, (A.3)
avec pour convention 00 = 1 (inutile en pratique, car pour k > 1, le seul cas inte´ressant, le
terme m = 0 peut clairement eˆtre omis).
On peut montrer directement que les formules ci-dessus jouissent des proprie´te´s de´sire´es.
C’est a` dire que pour tout n ≤ q fixe´, les Pnk sont nuls si k < n, et somment a` un :
∀k < n , Pnk = 0 , et
k=∞∑
k=n
Pnk = 1 .
Enfin, soit kn = Int[(t− nh)/α]. La recolte espe´re´e est
R(q, t) =
∑
n≤q
nPnkn .
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Annexe B
Les ale´as d’une cueillette
Soient w1, . . . ,wn des variables ale´atoires mutuellement inde´pendantes de loi de probabilite´
commune P (wj < x) = 1 − exp(−λx). Notre objectif est de de´terminer la loi de distribution
de
∑M
m=1mwm.
Posons Yk := w1 + 2w2 + . . . + kwk. La transforme´e de Laplace-Stieltjes (TLS) de Yk est
donne´e par
fk(s) := E(e−sYk) =
k∏
j=1
λ
λ+ js
.
Appelons gk(t) la densite´ de probabilite´ de Yk, nomme´ment, gk(t) = dP (Yk < t)/dt. La
fonction gk(t) peut eˆtre obtenue telle l’inverse de fk(s). Cela donne
gk(t) =
1
2pii
∫ γ+i∞
γ−i∞
estfk(s)ds ,
ou` γ peut eˆtre n’importe quel re´el tel que la droite s = γ soit a` droite de toutes les singularite´s
de fk(s) [138]. La fonction fk(s) a seulement k poˆles simples, situe´s aux points s = −λ/j pour
j = 1, . . . ,k. Nous pouvons par conse´quent prendre γ = 0.
La proce´dure habituelle pour calculer l’inte´grale complexe
∫ i∞
−i∞ e
stfk(s)ds consiste dans un
premier temps a` conside´rer l’inte´grale complexe I(R) :=
∫
CR
estfk(s)ds, ou` CR est le contour
de´fini par le demi-cercle sur la gauche du plan complexe centre´ a` s = 0 de rayon R, et la
droite [−iR,iR] sur l’axe des imaginaires (voir la figure B.1). R peut eˆtre n’importe quel re´el
tel que R > 1/λ, de telle sorte que tous les poˆles de fk(s) soient a` l’inte´rieur du contour CR.
Par application du the´ore`me des re´sidus nous voyons que
I(R) = 2pii
k∑
l=1
Residue
(
estfk(s); s = −λ/l
)
.
Puisque le re´sidu de la fonction estfk(s) en s = −λ/l est e´gal a` e−λt/l(λ/l)
∏k
j=1
j 6=l
l/(l− j), nous
obtenons
I(R) = 2pii
k∑
l=1
e−λt/l
λ
l
i∏
j=1
j 6=l
l
l − j . (B.1)
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Fig. B.1 – Le contour CR
Jusqu’a` pre´sent, nous avons montre´ que
gk(t) =
1
2pii
lim
R→∞
∫ iR
−iR
estfk(s)ds ,
=
1
2pii
lim
R→∞
IR − 12pii limR→∞
∫
ΓR
estfk(s)ds ,
=
k∑
l=1
e−λt/l
λ
l
k∏
j=1
j 6=l
l
l − j −
1
2pii
lim
R→∞
∫
ΓR
estfk(s)ds ,
en utilisant (B.1), ou` ΓR = CR − [−iR,iR].
On peut trouver des constantes K > 0 et a > 0 telles que |fk(s)| < K/Ra quand s = Reiθ
pour R suffisamment grand 1, de telle sorte que l’inte´grale dans l’e´quation ci-dessus disparaisse
quand R→∞ [138, Theorem 7.4].
En fin de compte, la densite´ de probabilite´ gk(s) de la variable ale´atoire Yk est donne´ par
gk(t) =
k∑
l=1
e−λt/l
λ
l
k∏
j=1
j 6=l
l
l − j . (B.2)
Revenons maintenant au proble`me initial. De´finissons (avec ζ > 0)
n = inf{k ≥ 1 : ζ − (w1 + 2w2 + . . .+ kwk) ≤ 0} ,
ou de fac¸on e´quivalente
n = inf{k ≥ 1 : ζ − Yk ≤ 0}.
1. ceci est toujours vrai si l’on peut exprimer fk ainsi : fk(s) = P (s)/Q(s), avec P et Q des polynoˆmes tels
que le degre´ de P soit strictement infe´rieur a` celui de Q.
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Nous sommes inte´resse´s par E(1/n). On a
P (n > M) = P (ζ − Y1 > 0, . . . ,ζ − YM > 0) ,
= P (Y1 < ζ, . . . ,YM < ζ) ,
= P (YM < ζ). (B.3)
Puisque P (n = M) = P (n > M − 1) − P (n > M), nous voyons (e´quation (B.3)) que pour
M ≥ 2,
P (n =M) = P (YM−1 < ζ)− P (YM < ζ)
=
∫ ζ
0
gM−1(t)dt−
∫ ζ
0
gM (t)dt (B.4)
=
M−1∑
l=1
(
1− e−λζ/l
)M−1∏
j=1
j 6=l
l
l − j −
M∑
l=1
(
1− e−λζ/l
) M∏
j=1
j 6=l
l
l − j
ou` la dernie`re e´galite´ re´sulte de (B.2).
Le terme de droite de l’e´quation (B.4) peut eˆtre re´duit a`
P (n =M) =
M∑
l=1
(
1− e−λζ/l
)
(−1)M−1−l M
(M − l)!
lM−2
(l − 1)! , (B.5)
pour M ≥ 2. Reste a` de´terminer P (n = 1). Clairement,
P (n = 1) = P (Y1 > ζ) = e−λζ . (B.6)
Par conse´quent,
E(1/n) =
∞∑
M=1
1
M
P (n =M)
= 1 +
∞∑
M=1
M∑
l=1
(
1− e−λζ/l
)
(−1)M−1−l 1
(M − l)!
lM−2
(l − 1)!
= 1 +
∞∑
l=1
(
1− e−λζ/l
) 1
(l − 1)!
∞∑
M=l
(−1)M−1−l l
M−2
(M − l)!
= 1−
∞∑
l=1
(
1− e−λζ/l
)
e−l
ll−1
l!
. (B.7)
Au travers d’une de´marche similaire, nous obtenons aussi
E(n) = 1 +
∞∑
l=1
(
1− e−λζ/l
)
e−l
ll−1
l − 1! . (B.8)
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En pratique
Une fac¸on d’e´viter le calcul de la se´rie infinie dans l’e´quation (B.7) (ou aussi celle de
l’e´quation (B.8)) est de se´parer la se´rie en deux morceaux :
∑L
l=1(1 − e−λζ/l)e−lll−1/l! et∑
l>L(1− e−λζ/l)e−lll−1/l! pour quelque arbitraire, quoique prudemment choisi, entier L > 1.
La premie`re se´rie (finie) peut eˆtre e´value´e sans aucun proble`me pour des valeurs mode´re´es de
L et la seconde peut eˆtre approxime´e via la formule de Stirling, tel qu’il est fait ci-dessous.
En effet, si nous employons l’approximation standard l! ∼ √2pil ll e−l, il s’en suit que
∑
l>L
(
1− e−λζ/l
)
e−l
ll−1
l!
∼ 1− 1√
2pi
∑
l>L
(
1− e−λζ/l
)
l−3/2 .
Nous pouvons approximer plus encore la se´rie infinie
∑
l>L
(
1− e−λζ/l) l−3/2 par l’inte´grale∫∞
L
(
1− e−λζ/x)x−3/2 dx, ce qui donne
∞∑
l>L
(
1− e−λζ/l
)
l−3/2 ∼ 2√
L
−
√
pi
λζ
erf
(√
λζ
L
)
,
ou` la fonction erreur erf est de´finie par erf := 2/
√
pi
∫ x
0
e−t
2
dt.
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Annexe C
Une guerre d’usure a` temps d’arreˆt
ale´atoire
Conside´rons le jeu a` somme non-nulle suivant:
– n joueurs,
– le joueur i choisit xi ∈ R+,
– , le temps d’arreˆt, est une variable ale´atoire inde´pendante des de´cisions des joueurs,
– le crite`re du joueur i est le suivant, ou` x−i signifie {xj} , j 6= i :
Ui(xi,x−i,) =

Li(xi) si xi ≤ min{x−i, } et maxx−i > xi
Di(xi) si xi ≤ min{x−i, } et maxx−i = xi
Ei() si  < min{xi, x−i}
Wi(minx−i) sinon
.
Ce jeu repose sur les hypothe`ses suivantes : ∀i,
– ∃ ! xˆ = argmaxx Li(x), xˆ est le meˆme pour tous les Li.
– Li est strictement de´croissante pour tout x > xˆ.
– Wi(x) > Di(x) ≥ Ei(x) ≥ Li(x)∀x ∈ [xˆ,xˇ).
– soit xˇ tel que ∀x ≥ xˇ ,Li(x) =Wi(x)}, s’il existe,
– sinon xˇ =∞.
Nous sommes inte´resse´s par un e´quilibre de Nash en strate´gies mixtes, avec Pi(x) la distribu-
tion cumule´e des de´cisions du joueur i. Nous affirmons le the´ore`me suivant :
The´ore`me C.1 L’ensemble des strate´gies (mixtes) a` l’e´quilibre de Nash doit satisfaire les
proprie´te´s suivantes :
– la densite´ de probabilite´ des de´cisions est continue sur [xˆ,xˇ) et nulle partout ailleurs mais
peut exhiber une ponde´ration de Dirac en xˇ.
– Soit
hi(x) = −
{
P ′(x)
1− P(x)
Ei(x)− Li(x)
Wi(x)− Li(x) +
L′i(x)
Wi(x)− Li(x)
}
,
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–
H?i (x) = 1− e−
∫ x
xˆ hi(y)dy ∀x ∈ [xˆ,xˇ] ,
– et
Hi(x) :=
∏n
k=1[1−H?k(x)]
1
n−1
1−Hi .
– L’unique e´quilibre de Nash est donne´ par : ∀i,
P ?i (x) =

0 ∀x < xˆ
1−Hi(x) ∀x ∈ [xˆ,xˇ)
1 ∀x ≥ xˇ
.
Preuve Les hypothe`ses faites plus haut impliquent que tous les joueurs partagent un spectre,
ou support de strate´gies mixtes, commun, [xˆ,xˇ]. Soient Pi, Hi et P les distributions cumule´es
de xi, minx−i et , respectivement. Les fonctions de paiement sont donc donne´es par : ∀i,
Gi(x,Hi,P) =
∫
y∈[xˆ ,xˇ]
∫
z∈[xˆ ,∞)
Ui(x,y,z)dP(z)dHi(y) ,
Gi(x,Hi,P) =
∫
y∈[xˆ ,x)
[∫
z∈[xˆ ,y)
Ei(z)dP(z) +
∫
z∈[y ,∞)
Wi(y)dP(z)
]
dHi(y) +∫
y∈[x ,xˇ]
[∫
z∈[xˆ ,x)
Ei(z)dP(z) +
∫
z∈[x ,∞)
Li(x)dP(z)
]
dHi(y) .
Puisque la strate´gie de Nash est e´galisante sur le spectre de chaque adversaire, dans tout
ensemble ouvert Ω de [xˆ,xˇ), on doit avoir
∂
∂x
Gi(x,H?i ,P) = 0 ∀x ∈ Ω .
Par de´rivation de Gi(x,Hi,P), nous obtenons
0 = [Ei(x)− Li(x)][1−H?i (x)]P ′(x) +
[1− P(x)]
{
L′i(x)[1−H?i (x)]− [Wi(x)− Li(x)]H?i ′(x)
}
.
D’ou`
H?i (x) = 1− e−
∫ x
xˆ hi(y)dy ∀x ∈ [xˆ,xˇ] ,
avec
hi(x) = −
{
P ′(x)
1− P(x)
Ei(x)− Li(x)
Wi(x)− Li(x) +
L′i(x)
Wi(x)− Li(x)
}
.
En conse´quence, les strate´gies de Nash sont donne´es par : ∀i,
1−H?i (x) =
∏
j 6=i
[1− P ?j (x)] ,
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ou` les H?i sont connus.
Cela implique ∏
i
[1−H?i (x)] =
∏
i
[1− P ?i (x)]n−1 .
Par conse´quent,
P ?i (x) = 1−
∏n
k=1[1−H?k(x)]
1
n−1
1−Hi =: 1−Hi(x) ∀x ∈ [xˆ,xˇ) .
D’ou` l’unique e´quilibre de Nash : ∀i,
P ?i (x) =

0 ∀x < xˆ
1−Hi(x) ∀x ∈ [xˆ,xˇ)
1 ∀x ≥ xˇ
.
Un atome de probabilite´ prend obligatoirement place en xˇ. En effet, l’e´quilibre de Nash
requiert Gi(x,H?i ,P) = G
?
i ∀x ∈ [xˆ,xˇ), ou` G?i est la valeur du jeu. Jusqu’a` pre´sent, nous
avions implicitement admis que les Hi e´taient continus sur [xˆ,xˇ). En effet, posons x˜ ∈ [xˆ,xˇ]
et supposons maintenant qu’il y ait un point de discontinuite´ d’amplitude j (pour “jump”).
Comme le veut la convention, Pi est cadlag. Si x˜ < xˇ, on a limx↓x˜Gi(x) − Gi(x˜) = j(1 −
P(xˇ)(Wi(xˇ)−Li(xˇ)) 1, par conse´quent une ponde´ration de Dirac est impossible en tout x˜ < xˇ.
Ainsi, si un saut intervient dans Hi en xˇ, on a limx↑x˜Gi(x) − Gi(x˜) = j(1 − P(xˇ)(Li(xˇ) −
Di(xˇ)) = 0 par de´finition de xˇ. D’ou` un saut possible en xˇ. Pour finir, il est clair que, d’apre`s
les hypothe`ses faites sur les Li, on a ∀x 6∈ [xˆ,xˇ) ,Gi(x,H?i ,P) ≤ G?i , puisque G?i = Li(xˆ).
D’ou`, pourvu que le jeu soit syme´trique,
P ?(x) =

0 ∀x < xˆ
1− e− 1n−1
∫ x
xˆ h(y)dy ∀x ∈ [xˆ,xˇ)
1 ∀x ≥ xˇ
.
Remarquons pour finir que, si ∀x ∈ [xˆ,xˇ], on a P(x) = 0, la solution ci-dessus co¨ıncide
avec la solution classique de Bishop, Cannings, Haigh et Maynard Smith [63, 19, 20].
1. si l’e´galite´ (D pour draw) est prise en compte, dans le cas ou` tous les joueurs auraient un Dirac en xˇ,
Li(xˇ) serait simplement remplace´e par une combinaison convexe de Li(xˇ) et Di(xˇ).
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Annexe D
Sur la se´lection optimale de
ressources en temps limite´
Dans le corps de la Section 2.6, nous laissons la liberte´ au cueilleur de s’en aller quand il
le souhaite, sachant que le temps a` un couˆt γ? (disons en e´nergie manque´e) a` l’unite´. Cette
section constitue une digression sur le proble`me de la se´lection des ressources en temps limite´,
tel qu’introduit par certains auteurs [112, 95], qui mentionnent une cueillette intertidale, ou
qui s’effectue entre deux mare´es. Notre dynamique intra-agre´gat est plus proche de celle de
l’auteur de [112] 1, qui argumente qu’il existe une re´gion de l’espace d’e´tat ou` apparaissent
des pre´fe´rences partielles, c’est-a`-dire que certains types de ressources peuvent eˆtre tantoˆt
accepte´s, tantoˆt rejete´s, parfois indiffe´remment, c’est optimal (cf. Section 2.6.1). E´prouvons
cette affirmation.
Bien que la question ici pose´e soit autre, la dynamique intra-agre´gat est inchange´e. Puisque
nous conside´rerons que l’environnement offre deux types de ressources, nous utiliserons les
notations de la Section 2.6.2. Ainsi nous admettrons que la ressource 1 est plus profitable que
la ressource 2, soit e1/h1 ≥ e2/h2.
Nous affirmons le re´sultat suivant, illustre´ en figure D.1 :
The´ore`me D.1 Dans le proble`me a temps d’arreˆt contraint e´nonce´ par les e´quations (D.1) et
(D.2) qui apparaissent ci-apre`s, la politique optimale s’exprime comme suit. Soit xˆ1 = e2α/ζ.
– Toute strate´gie qui me`ne a` x1(T ) = xˆ1, pourvu que cela soit faisable. Si tel est le cas, il
existe une infinite´ de trajectoires optimales, qui conduisent toutes au point (xˆ1,xˆ2), ou`
xˆ2 est donne´ par l’e´quation (D.3).
– Sinon, il s’agit, tout au long de la trajectoire, de prendre u = 0, respectivement u = 1,
si cela correspond a` x1(T ) > e2α/ζ, respectivement x1(T ) < e2α/ζ.
Preuve :
Comme nous l’avions annonce´ en Section 1.2.2, nous ferons de l’horizon temporel t = T
1. La dynamique de [95] est, elle, vraiment stochastique, car elle permet la re´alisation d’“une se´rie noire” qui
ame`nerait le cueilleur a “devenir d’autant plus se´lectif que le temps de cueillette restant s’e´coule”.
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x2
x1
Fig. D.1 – Trois des trajectoires optimales dans le plan (x1,x2): “cueillir la ressource
de moindre qualite´ avec une propension constante”, “commuter d’un re´gime
se´lectif a` un re´gime opportuniste” et vice versa. L’intersection des lignes
verticales et horizontales repre´sente le point (xˆ1,xˆ2).
une varie´te´ terminale de l’espace d’e´tat via une augmentation de l’e´tat par le temps. Nous
conside´rons la dynamique f(x,u) la suivante :
x˚1 = −x1 , x1(0) = x01
x˚2 = −ux2 , x2(0) = x02 = 1− x01
t˚ = D(u) , t(0) = 0
. (D.1)
Notre crite`re est :
J (x01,T ) = K(x(T )) avec K(x) := e1(x01 − x1) + e2(x02 − x2) (D.2)
et ou` T est un temps d’arreˆt fixe´, un parame`tre.
Soit S le s final, c.a`.d. tel que t(S) = T . Soit λ le vecteur adjoint. Vient le hamiltonien :
H(λ,x,u) = 〈λ,f(x,u)〉 = −λ1x1 − λ2ux2 + λ3D(u) .
Selon le principe du maximum de Pontryagin, si une politique u?(·) qui ge´ne`re une trajectoire
x?(·) est optimale, alors il existe une trajectoire adjointe continue λ(·) telle que
λ˚ = −∇xH(λ,u?,x?)
λ(s?) = ∇xK(x?) + v
H(λ(s?),x(s?),u(s?)) = 0∣∣∣∣∣ ∀s ∈ [0,s?] ou` u?(·) est continue,H(λ(s),x?(s),u?(s)) = maxu∈[0,1]H(λ(s),x?(s),u)
,
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ou` v est un vecteur normal a` la varie´te´ terminale. Puisque cette dernie`re est le plan t = T , la
seule compante non nulle de v est celle en t, disons ν. On a
λ˚1 = −∂H/∂x1 = λ1 − λ3h1 , λ1(S) = ∂K/∂x1 = −e1
λ˚2 = −∂H/∂x2 = u(λ2 − λ3h2) , λ2(S) = ∂K/∂x2 = −e2
λ˚3 = −∂H/∂t = 0 , λ3(S) = ∂K/∂t+ ν = ν
.
La dernie`re des conditions ci-dessus se traduit en la fonction de commutation suivante :
σ = ∂H/∂u = x2(λ3h2 − λ2) .
Puisque S est libre, la valeur finale du hamiltonien est nulle, et il vient
∀s ,λ3(s) = ν = − e1x1(S) + ue2x2(S)
α+ h1x1(S) + h2x2(S)
.
Ainsi,
σ(S) = x2(S)
(
e2α+ x1(S)(e2h1 − e1h2)
α+ h1x1(S) + h2x2(S)
)
.
Aussi, on voit aise´ment que ∀s, σ˚ = 0. D’ou` : soit xˆ1 = e2α/ζ,
si x1(S) > xˆ1 alors ∀s ,σ < 0⇒ u? = 0
si x1(S) = xˆ1 alors ∀s ,σ = 0⇒ u? ∈ [0,1]
si x1(S) < xˆ1 alors ∀s ,σ > 0⇒ u? = 1
.
A` l’aide des quatres sche´mas de la figure D.2, e´voquons a` pre´sent la ge´ome´trie possible des
champs de trajectoires. Si eˆtre opportuniste laisse une proportion de ressource 1 moindre
que xˆ1 (premier cadrant), c’est optimal. A` l’inverse, si eˆtre se´lectif laisse une proportion de
ressource de meilleure qualite´ plus grande que xˆ1 (deuxie`me cadrant), c’est optimal. Sinon,
(troisie`me cadrant), la politique optimale est telle que la proportion de ressource 1 soit e´gale
a` xˆ1 au temps final. Car il est clair qu’eˆtre opportuniste n’affecte pas autant la ressource
de meilleure qualite´ qu’eˆtre se´lectif au cours d’un meˆme laps de temps, le quatrie`me cadrant
repre´sente un sce´nario impossible.
Cependant, le principe du maximum de Pontryagin ne fournit que des conditions ne´cessaires ;
cela ne prouve pas que toute politique qui conduit a` x1(S) = xˆ1 soit optimale.
Ne´anmoins, on voit aise´ment que
∀u,s , t(s) = αs+ [x01 − x1(s)]h1 + [x02 − x2(s)]h2 ,
et que S = ln(x01/xˆ1). Par conse´quent, il existe un unique x2(S) tel que x1(S) = xˆ1. Plus
pre´cise´ment, x2(S) =: xˆ2 est tel que
T = α ln(x01/xˆ1) + [x
0
1 − xˆ1]h1 + [x02 − xˆ2]h2 . (D.3)
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Fig. D.2 – Chaque cadrant repre´sente un plan (x1,x2), chaque ligne verticale la va-
rie´te´ x1 = xˆ1.L’horizon temporel est le meˆme pour toutes les trajectoires
repre´sente´es : ‘eˆtre se´lectif ’ et ‘eˆtre opportuniste’.
Cependant, cela n’implique pas que la trajectoire optimale soit unique puisque le temps ne´ces-
saire pour aller d’un point (x1,x2) a` un autre ne de´pend point du chemin suivit. Par conse´quent,
toute strate´gie qui me`ne a` x1(S) = xˆ1 est optimale. La figure D.1 repre´sente quelques unes
des trajectoires optimales possibles.

Aussi, la figure D.3 repre´sente les diffe´rentes re´gions de l’espace des parame`tres (x01,T )
associe´es a` chaque politique : eˆtre se´lectif, opportuniste et faire usage de “pre´fe´rences partiel-
les”. Plus pre´cise´ment, la varie´te´ qui se´pare la re´gion ‘selective’ de celle de´nomme´e ‘partial
preferences’ est donne´e par l’application :
x01 7→ α ln(x01/xˆ1) + [x01 − xˆ1]h1 ,
car x02 = xˆ2 sur cette frontie`re. L’autre est donne´e par
x01 7→ α ln(x01/xˆ1) + (x01 − xˆ1)[h1 + h2x02/x01],
car sur cette varie´te´, x01/x
0
2 = xˆ1/xˆ2.
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Fig. D.3 – Les diffe´rentes re´gions de l’espace des parame`tres (x01,T ). Nous avons pris
α = 1, e1 = 1, e2 = 1, h1 = 1 et h2 = 5. Rappelons que x01 est la proportion
initiale que repre´sentent les ressources les plus profitables parmi celles qui
le sont moins, au sein de l’agre´gat. T est l’horizon temporel du jeu.
134 Sur la se´lection optimale de ressources en temps limite´
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Jeux dynamiques en E´cologie du comportement
Cette the`se puise sa motivation d’un jeu qui apparaˆıt chez les insectes dits parasito¨ıdes, qui,
dans le cadre d’une compe´tition sans merci pour la conqueˆte d’hoˆtes via lesquels se reproduire,
s’en prennent directement a` la descendance de leurs semblables. Il s’agit de superparasitisme.
Bien souvent, les hoˆtes se pre´sentent sous forme d’agre´gats e´pars dans l’environnement. Ainsi
le cadre spatio-temporel de ce jeu est-il celui de l’agre´gat. Agre´gat dont la composition, en
termes d’hoˆtes sains et parasite´s, e´volue au cours du jeu, d’ou` son caracte`re dynamique.
En premier lieu, nous pre´sentons ce que sont les jeux dynamiques au travers d’un re´sultat
original qui traite du de´couplage des e´quations d’Isaacs dans les jeux diffe´rentiels a` deux
joueurs et somme non-nulle. Il se trouve illustre´ par un exemple a propos du conflit que cre´e
la question des soins parentaux chez les espe`ces bi-parentales.
Dans un second temps, nous revisitons la the´orie classique de la cueillette optimale, que
nous e´tendons a` la prise en compte d’une multitude de joueurs. Se succe`dent alors, lorsque la
compe´tition se fait vive, des e´pisodes de guerre d’usure, entrecoupe´s parfois de quelque treˆve.
Vient enfin l’e´tude du superparasitisme tel un jeu diffe´rentiel. Nous montrons notamment
que le superparasitisme n’implique cette fois pas ne´cessairement de guerre d’usure. Cela ouvre
des perspectives tant au plan mathe´matique (singularite´s en jeux diffe´rentiels a` somme non-
nulle) que biologique (expe´riences de laboratoire).
Mots Clefs: Jeux dynamiques, Jeux d’e´volution, E´cologie du comportement, The´orie de la
cueillette, Superparasitisme.
Dynamic games in Behavioral Ecology
This thesis is inspired from a game occurring among insect parasitoids, which, competing
for hosts via which they can reproduce, attack the progeny of their fellows. One refers to
superparasitism. In many species, hosts are patchily distributed in the environment. The spa-
tiotemporal framework of this game is thus that of the patch. Patch whose composition, in
terms of healthy and parasitized hosts, evolves during the game, hence its dynamic component.
First, we introduce dynamic games through an original result which deals with uncoupling
Isaacs equations in two-player nonzero-sum differential games. It is illustrated by an example
which addresses the conflict over parental care in biparental species.
Second, we revisit classical optimal foraging theory, which we extend to a game-theoretical
framework. Arises a sequence of war of attrition, sometimes separated by respite periods.
Finally, we address superparasitism as a differential game and it turns out that, this time,
superparasitism does not necessarily lead to a war of attrition. It open prospects both on the
mathematical (singularities in nonzero-sum differential games) and biological sides (laboratory
experiments).
Keywords: Dynamic games, Evolutionary games, Behavioural Ecology, Foraging theory, Su-
perparasitism.
